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Introdution
Un des prinipaux dés pour les physiiens théoriiens d'aujourd'hui est
la desription quantique de la gravitation. Toutes les autres interations,
életromagnétique, faible et forte sont dérites par le Modèle Standard, basé
sur la théorie quantique des hamps et qui est verié expérimentalement ave
une très bonne préision. La tentative de desription de la gravitation par
une théorie quantique des hamps se solde par un éhe, la théorie résultante
étant perturbativement nonrenormalizable.
La théorie des ordes est un des andidats atuels à la desription quan-
tique de la gravitation. Elle postule que les objets fondamentaux ne sont
pas des partiules pontuelles omme dans la théorie des hamps, mais des
ordes, 'est à dire des objets à une dimension. La longueur des ordes doit
être susamment petite pour expliquer le fait qu'on ne les observe pas aux
énergies atuelles. L'extension spatiale des ordes permet la régularisation
des interations gravitationnelles, d'une manière similaire à la régularisation
de la théorie de Fermi par l'introdution de l'éhange des bosons W et Z.
En théorie des ordes les partiules élémentaires du Modèle Standard
sont obtenues omme des diérents états d'exitation des ordes. Les seuls
proessus d'interation des ordes sont elui de fusion de deux ordes dans
une orde et elui de séparation d'une orde en deux ordes. Ils ontiennent
toutes les interations du Modèle Standard plus la gravitation. La théorie des
ordes ne se ontente pas d'orir une desription quantique de la gravitation,
mais elle a omme ambition l'uniation de toutes les interations dans une
seule théorie. Le seul paramètre de la théorie des ordes est l'éhelle de masse,
MS( ou l'éhelle de longueur, lS). La théorie des ordes pourraient expliquer
les valeurs des masses des partiules élémentaires, qui apparaissent dans le
Modèle Standard omme des paramètres sans une justiation théorique.
D'autre part, il n'est pas faile d'obtenir des préditions à basse énergie
de la théorie des ordes. La ohérene quantique de la théorie des ordes
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impose que la dimension de l'espae-temps soit dix. Mais nous perevons
un espae-temps quadri-dimensionel, e qui implique que les six dimensions
supplémentaires doivent être ompatiées à une éhelle assez petite pour
qu'elles soient invisibles aux énergies atteintes atuellement. Le nombre très
grand des ompatiations possibles rend diile la question du ontat
ave la réalité.
Historiquement la théorie des ordes est apparue vers la n des années
1960 omme une possible desription des intérations fortes[1℄. Mais très vite
elle a été abandonnée au prot de la hromodynamique quantique. Un des
défauts de la théories des ordes en tant que théorie des interations fortes
était l'existene d'un état de masse nulle et de spin 2 dans le spetre, dérivant
une partiule sans équivalent dans le spetre des hadrons.
En 1974 Sherk et Shwarz proposent d'interpréter ette partiule omme
le graviton et la théorie des ordes devient un andidat à l'uniation des
interations. Mais les modèles à intérêt phénoménologique, omme la théorie
de type I, présentaient des anomalies gravitationnelles et de jauge.
Dix ans plus tard Green et Shwarz proposent un méanisme[14℄ d'annu-
lation des anomalies qui impose que le groupe de jauge de la théorie de type
I soit SO(32). Une deuxième possibilité pour le groupe de jauge qui permet
l'annulation des anomalies est E8 × E8, mais elle est inompatible ave la
théorie des ordes ouvertes. Gross, Harvey, Martine and Rohm montrent
une année plus tard que e groupe de jauge, ainsi que SO(32) peuvent être
réalisés dans une théorie de ordes fermées, la orde hététrotique[3℄.
Une dizaine d'années plus tard l'introdutions des D-branes[54℄ par Polhin-
ski a rendu possible la onjeture des dualités entre diérentes théories des
ordes qui apparaissent omme des diérentes régions dans l'espae des mod-
ules d'une théorie unique, la M-théorie, ouvrant la voie à une formulation
nonperturbative de la théorie des ordes.
Un des dés atuels de la théorie des ordes est d'obtenir des préditions
à basse énergie qui pourraient valider la théorie des ordes omme une de-
sription de la nature. En partiulier il est néessaire d'obtenir le Modèle
Standard omme limite de basse énergie de la théorie des ordes et expli-
quer pourquoi la nature a hoisi ette ompatiation parmi toutes les pos-
sibilités. Les modèles atuels présentent des aratéristiques prometteuses,
omme la brisure de la supersymétrie, la présene des fermions hiraux, le
bon nombre de générations. Mais es modèles restent à améliorer.
Réemment une autre voie a été explorée, les préditions en osmologie
de la théorie des ordes. La théorie des ordes est un adre naturel pour
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formuler des questions liées à la osmologie, omme le problème de la on-
stante osmologique ou la singularité du Big Bang. Les dix dernières années
des modèles expliites ont été proposés qui pourraient résoudre ertains des
problèmes de la osmologie standard, omme le modèle du pre-Big Bang,
l'univers ekpyroti et l'ination des branes.
La supersymétrie apparaît de manière naturelle en théorie des ordes et
elle permet d'éliminer le tahyon présent dans le spetre des ordes bosoniques.
Les théories des ordes supersymétriques sont bien onnues, mais pour que
la théorie des ordes soit une extension du Modèle Standard il faut que la
supersymétrie soit brisée. Généralement la brisure de supersymétrie reintro-
duit des tahyons dans le spetre, toutefois il existe des modèles de ordes
nonsupersymétriques sans tahyons et qui présentent toutes les propriétés
intéressantes des ordes supersymétriques, omme l'absene d'anomalies, la
présene des fermions hiraux et la possibilité d'avoir un groupe de jauge
intéressant.
Les ordes nonsupersymétriques sont partiulièrement intéressantes pour
la osmologie, ar la brisure de supersymétrie entraîne une redénition du
vide de la théorie, l'espae de Minkowski n'étant plus une solution. Les solu-
tions des ordes nonsupersymétriques peuvent dépendre du temps et dérire,
don, une évolution osmologique. De plus, la stabilisation des modules des
ordes, néessaire pour avoir une osmologie statisfaisante, est, au moins par-
tiellement, liée à la brisure de la supersymétrie. Le problème prinipal des
solutions dépendantes du temps est leur stabilité.
Plan de la thèse. Le manusrit de ette thèse est organisé en inq
parties :
• Le premier hapitre est une introdution générale à la théorie des ordes
bosoniques et fermioniques, aux interations des ordes, ainsi qu'à la
notion de D-brane. Les dualités entre les diérentes théories des ordes
sont présentées et une disussion des annulation des anomalies lt le
hapitre.
• Le deuxième hapitre traite de la onstrution des orientifolds et orbifolds.
• Le troisième hapitre presente le méanisme de Sherk-Shwarz de brisure
de supersymétrie.
• Le quatrième hapitre présente d'abord une introdution au modèle stan-
dard de la osmologie et aux problèmes non-résolus de e modèle. En-
suite l'ination est introduite omme une possible solution aux prob-
lèmes de la osmologie standard.
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• Le dernier hapitre est dédié aux alternatives de l'ination qui s'inspirent
de la théorie des ordes et aux solutions dépendantes du temps des
théories nonsupersymétriques des ordes.
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Chapitre 1
Notions introdutives
1.1 La orde bosonique
1.1.1 La orde bosonique lassique
Une orde est un objet unidimensionel. En mouvement elle dérit une sur-
fae d'univers
1
parametrisée par deux oordonnées : une oordonnée de type
temps, τ , et la oordonnée qui dérit la orde, σ. La surfae d'univers d'une
odre bosonique , plongée dans un espae-temps D dimensionel, est dérite
par D fontions salaires Xµ(τ, σ), µ = 0...D− 1. L'ation la plus simple, in-
dependante de la parametrisation, qui dérit un tel objet est proportionelle
à l'aire de la surfae d'univers et s'appelle l'ation de Nambu-Goto[5℄[6℄
2
:
SNG = − 1
2πα′
∫
M
d2σ
√−γ, (1.1)
où γ est le determinant de la métrique induite sur la surfae d'univers, γab =
∂aX
µ∂bX
νgµν , M est la surfae de l'univers, σ
a = (τ, σ), ∂a =
∂
∂σa
et gµν
3
est la métrique de l'espae-temps. La onstante α′, appellée paramètre de
Regge, est reliée à la tension, T , de la orde :
T =
1
2πα′
. (1.2)
1
L'équivalent de la ligne d'univers pour une partiule pontuelle.
2
L'analogue de l'ation proportionelle au temps propre le long de la ligne d'univers
pour une partiule pontuelle.
3
Par la suite on va onsiderer la propagation des ordes dans l'espae-temps de
Minkowski, don gµν = ηµν .
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En plus de l'invariane sous les reparametrisations,X ′µ(τ ′, σ′) = Xµ(τ, σ),
l'ation de Nambu-Goto est invariante sous le groupe de Poinaré à D dimen-
sions :
X ′µ(τ, σ) = ΛµνX
ν(τ, σ) + aµ, (1.3)
où Λµν est une transformation de Lorentz et a
µ
une translation.
La présene de la raine arré rend la quantiation diile, mais l'ation
de Nambu-Goto peut être simpliée en introduisant une métrique indepen-
dante, hab(τ, σ), sur la surfae d'univers. La nouvelle ation qu'on obtient de
ette manière s'appelle l'ation de Polyakov
4
:
SP = − 1
4πα′
∫
M
d2σ(−h) 12hab∂aXµ∂bXµ. (1.4)
Bien évidemment l'ation de Polyakov est lassiquement équivalente à
elle de Nambu-Goto et pour s'en onvainre il sut d'éliminer la métrique
hab de l'ation de Polyakov à l'aide de son equation de mouvement :
δhSP = 0⇒ γab = 1
2
habh
cdγcd. (1.5)
L'equation (1.5) se réérit :
hab(−h)−1/2 = γab(−γ)−1/2, (1.6)
e qui implique que hab ∝ γab et l'équivalene des deux ations s'en suit.
L'équation (1.6) determine hab à une transformation de Weyl près e qui fait
que l'ation de Polyakov possède une invariane de plus par rapport à l'ation
de Nambu-Goto. En résumé les symétries lassiques de l'ation de Polyakov
sont
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:
i.) l'invariane sous le groupe de Poinaré D dimensionel :
X ′µ(τ, σ) = ΛµνX
ν(τ, σ) + aµ,
h′ab(τ, σ) = hab(τ, σ).
4
Bien quelle ait été trouvée pour la première fois par Brink, Di Vehia, Howe, Deser
et Zumino , 'est Polyakov qui a mis en évidene son utilité pour la quantiation.
5
Il y a un autre terme qui est ompatible ave les symétries de l'ation de Polyakov,
1
4pi
∫
d2σ
√−hR, aveR le salaire de Rii de la métrique hab. Ce terme joue un rle impor-
tant dans les interations des ordes, mais ne ontribue pas aux équations de mouvement,
ar en 2 dimensions
√−hR est une dérivé totale.
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ii.) l'invariane sous les diéomorphismes(ou reparamétrisations) :
X ′µ(τ ′, σ′) = Xµ(τ, σ),
∂σ′c
∂σa
∂σ′d
∂σb
h′cd(τ
′, σ′) = hab(τ, σ).
iii.) l'invariane de Weyl :
X ′µ(τ, σ) = Xµ(τ, σ),
h′ab(τ, σ) = exp(2ω(τ, σ))hab(τ, σ).
La variation de l'ation par rapport à hab dénit le tenseur énergie-
impulsion :
T ab = −4π(−γ)−1/2 δ
δhab
SP , (1.7)
et, par onséquent, l'équation de mouvement de hab s'érit :
Tab =
1
α′
(∂aX
µ∂bXµ − 1
2
hab∂
cXµ∂cXµ) = 0. (1.8)
L'invariane sous les transformations de Weyl implique l'annulation de la
trae du tenseur énergie-impulsion, T aa = 0, et l'invariane sous les reparamétri-
sations a omme onséquene sa onservation : ∇aT ab = 0.
Intéressons-nous maintenant aux équations du mouvement des hamps
Xµ. En variant l'ation de Polyakov par rapport à Xµ on obtient :
δSP =
1
2πα′
∫ ∞
−∞
dτ
∫ l
0
dσ(−h)1/2∇2XµδXµ
− 1
2πα′
∫ ∞
−∞
dτ(−h)1/2δXµ∂σXµ |σ=lσ=0, (1.9)
où l est la longueur de la orde. Le terme de bord s'annule dans les situations
suivantes :
1. Xµ(τ, 0) = Xµ(τ, l), ∂σXµ(τ, 0) = ∂σXµ(τ, l), hab(τ, 0) = hab(τ, l).
Ces onditons de périodiité dénissent la orde fermée.
2. ∂σXµ(τ, 0) = ∂σXµ(τ, l) = 0.
Ce sont e qu'on appelle les onditions de Neumann et elles dénissent
une orde ouverte ave les extrémités libres.
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3. δXµ(τ, 0) = δXµ(τ, l) = 0.
Ces onditions, appelées onditions de Dirihlet, brisent l'invariane de
Poinaré. Elles dénissent une orde ouverte ave les extrémités xées.
4. On peut également hoisir une ondition de Dirihlet pour une ex-
trémié de la orde ouverte et une ondition de Neumann pour l'autre
extrémité. Par exemple : ∂σXµ(τ, 0) = 0 et δXµ(τ, l) = 0.
L'équation de mouvement prend alors la forme :
∇2Xµ = 0. (1.10)
Pour simplier les équations du mouvement on peut faire un hoix de
jauge onvenable. L'invariane sous les reparamétrisations permet de xer
2 des 3 omposantes de la métrique bi-dimensionelle hab. La métrique peut
alors être mise sous la forme :
hab = e
2Ληab. (1.11)
Dans ette jauge, appellée jauge onforme, l'ation devient :
S = − 1
4πα′
∫
d2σηab∂aX
µ∂bXµ (1.12)
et l'équation de mouvement des hamps Xµ devient l'équation d'onde à 2
dimensions :
✷Xµ = (∂2σ − ∂2τ )Xµ = 0. (1.13)
Les ontraintes Tab = 0 prennent aussi une forme très simple
6
:
T10 = T01 =
1
α′
X˙ ·X ′ = 0,
(1.14)
T00 = T11 =
1
2α′
(X˙2 +X ′2) = 0, (1.15)
ou exprimés autrement
1
2
(X˙ ±X ′)2 = 0.
La solution générale de l'équation (1.13) peut être érite omme la somme
de deux fontions arbitraires :
Xµ(τ, σ) = XµL(σ
+) +XµR(σ
−), (1.16)
6
Nous avons utilisé les notations
′ = ∂σ,˙= ∂τ et X
2 = XµXµ.
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ave σ+ = τ + σ, σ− = τ − σ, les oordonnées du ne de lumière sur la
surfae d'univers. XµL dérit les modes qui se propagent à gauhe (L pour
"left") et XµR les modes qui se propagent à droite (R pour "right").
Dans les oordonnées du ne de lumière les ontraintes se réérivent :
T++ =
1
α′
∂+X · ∂+X = X˙L2 = 0,
T−− =
1
α′
∂−X · ∂−X = X˙R2 = 0,
T+− = T−+ = 0. (1.17)
La solution générale de l'équation de mouvement (1.13) en tenant ompte
des onditions de périodiité pour les ordes fermées, Xµ(τ, σ) = Xµ(τ, σ +
2π) est :
XµR =
1
2
xµ + α′pµ(τ − σ) + i
√
α′
2
∑
n 6=0
1
n
αµne
−2in(τ−σ),
XµL =
1
2
xµ + α′pµ(τ + σ) + i
√
α′
2
∑
n 6=0
1
n
α¯µne
−2in(τ+σ), (1.18)
où αµn sont les modes de Fourier, pµ est la quantité de mouvement du entre
de masse de la orde et xµ la position du entre de masse. Xµ étant des
fontions réelles il en resulte que xµ et pµ sont réelles et également :
αµ−n = (α
µ
n)
† , α¯µ−n = (α¯
µ
n)
†. (1.19)
Pour une orde ouverte de longueur π la solution de l'équation du mou-
vement ave les onditions aux bords X ′µ |σ=0,π= 0 est :
Xµ = xµ + 2α′pµτ + i
√
2α′
∑
n 6=0
os(nσ)
αµn
n
e−inτ . (1.20)
Par la suite les ontraintes (1.17) doivent être imposées aux solutions des
équations de mouvement. Leurs modes de Fourier, appellés operateurs de
Virasoro, sont pour la orde fermée :
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Lm =
T
2
∫ π
0
e−2imσX˙2R dσ =
1
2
∞∑
n=−∞
αm−n · αn,
L¯m =
T
2
∫ π
0
e2imσX˙2L dσ =
1
2
∞∑
n=−∞
α¯m−n · α¯n, (1.21)
ave αµ0 = α¯
µ
0 =
√
α′
2
pµ. Le système doit respeter les ontraintes : Ln =
0, L¯n = 0, ∀n ∈ Z. En partiulier les ontraintes
L0 =
1
2
α20 +
∞∑
n=1
α−n · αn = 0,
L¯0 =
1
2
α20 +
∞∑
n=1
α¯−n · α¯n = 0, (1.22)
permettent de trouver l'expression de la masse d'un mode de la orde :
M2 = −pµpµ = 1
2
(M2L +M
2
R) =
2
α′
∞∑
n=1
(α−n · αn + α¯−n · α¯n). (1.23)
Pour les ordes ouvertes il y a un seul type d'opérateurs de Virasoro
dénis par :
Lm = T
∫ π
0
(eimσT+++e
−imσT−−)dσ =
T
4
∫ π
−π
eimσ(X˙+X ′)2dσ =
1
2
∞∑
n=−∞
αm−n·αn,
(1.24)
où αµ0 =
√
2α′pµ. Les ontraintes de Virasoro sont dans e as Ln = 0, ∀n ∈ Z
et la masse d'un mode de la orde ouverte s'exprime :
M2 =
1
α′
∞∑
n=1
α−n · αn. (1.25)
A noter que l'Hamiltonian de la orde fermée s'érit :
H =
1
2
∞∑
n=−∞
(α−n · αn + α¯−n · α¯n) (1.26)
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et don H = L0 + L¯0.
Pour la orde ouverte il devient : H = 1
2
∑∞
n=−∞ α−n · αn = L0.
1.1.2 Quantiation de la orde bosonique
La quantiation de la orde bosonique peut être eetuée de plusieures
manières distintes, mais équivalentes. Deux exemples seront exposés ii :
1. La quantiation ovariante dans laquelle l'invariane de Lorentz
est manifeste, mais qui présente le désavantage de la présene des états
de norme négative, qui ne sont pas physiques.
2. La quantiation dans la jauge du ne de lumière qui est une
approhe où, omme son nom l'indique, des nouvelles restritions de
jauge sont imposées e qui a l'avantage d'éliminer les états de norme
négative, mais l'invariane de Lorentz n'est plus manifeste. Comme on
le verra par la suite la ondition que la théorie soit invariante de Lorentz
xe la dimension de l'espae-temps.
Dans la première approhe on onsidère les fontions Xµ(τ, σ) omme des
opérateurs quantiques. Par onséquent ils obeissent aux rélations de ommu-
tation habituelles :
[Xµ(τ, σ), P ν(τ, σ′)] = iηµνδ(σ − σ′), (1.27)
où P µ = δSP
δX˙µ
= TX˙µ est le moment onjugué.
La relation (1.27) détermine les ommutateurs pour les modes de Fourier
de Xµ 7 :
[xµ, pν ] = iηµν ,
[αµm, α
ν
n] = [α¯
µ
m, α¯
ν
n] = mδm+nη
µν ,
[α¯µm, α
ν
n] = 0. (1.28)
Les opérateurs αµm sont reliés aux opérateurs anoniques de l'osillateur
harmonique par : aµm =
1√
m
αµm, a
†µ
m =
1√
m
αµ−m, ∀m > 0⇒
[aµm, a
†ν
n ] = δm,nη
µ,ν . (1.29)
7
Pour la orde ouverte les α¯µn sont absentes.
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Les modes de fréquene négative, αm, m > 0 sont des opérateurs d'an-
nihilation et les modes de fréquene positive α−m, m > 0 sont des opéra-
teurs de réation. L'opérateur nombre pour le mode m, m > 0 est alors
Nm =: αmα−m := α−mαm 8.
L'état fondamental |0; pµ> est déni par :
αµm |0; pµ>= 0, m > 0,
pˆµ |0; pµ>= pµ |0; pµ> . (1.30)
Il est alors faile de voir que des états de norme négative apparaissent.
Comme [α0m, α
0
−m] = −m il en résulte que tous les états de la forme α0−m |0>
sont de norme négative : <0 |α0mα0−m |0>= −m <0 |0> < 0. Néanmoins
on peut espérer que les ontraintes de Virasoro élimineront es états de l'es-
pae de Hilbert. Les opérateurs de Virasoro quantiques sont dénis par leurs
expressions lassiques, mais ave l'ordre normal :
Lm =
1
2
+∞∑
n=−∞
: αm−n · αn :, (1.31)
et de même pour les L¯m. Cei ne pose pas de problème pour m 6= 0 ar,
dans e as, αm−n et αn ommutent. Cei n'est plus le as pour L0 et pour
résoudre l'ambiguité on va inlure une onstante à déterminer dans toutes
les formules ontenant L0. Par onséquent un état physique, |φ>, de la orde
ouverte, par exemple, devrait satisfaire a priori les onditions suivantes :
Ln |φ>= 0, n 6= 0,
(L0 − a) |φ>= 0. (1.32)
Les opérateurs Ln satsifont l'algébre de Virasoro :
[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + c
12
m(m2 − 1)δm+n. (1.33)
La onstante c s'appelle harge entrale et elle est égale à la dimension
de l'espae-temps pour la orde bosonique. Le terme
c
12
m(m2−1)δm+n appa-
raît omme un eet quantique et est responsable du fait qu'on ne peut pas
8
Le symbole : : dénote l'ordre normale qui onsite à plaer les modes de fréquene
négative à droite des modes de fréquene positive.
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implementer dans la théorie quantique toutes les ontraintes lassiques. En
eet :
<φ | [Lm, L−m] |φ>=<φ | 2mL0 |φ> + c
12
m(m2 − 1) <φ |φ>, (1.34)
don on ne peut pas imposer Lm |φ>= 0, ∀m. Le maximum des onditions
qu'on peut imposer sur les états physiques est :
Lm |φ>= 0, m > 0,
(L0 − a) |φ>= 0. (1.35)
pour la odre ouverte. En fait les onditions (1.35) englobent toutes les on-
traintes, ar en vertu de la relation L−m = L†m on a :
< φ′ | Lm | φ >= 0, ∀m 6= 0. (1.36)
Pour la orde femée il faut imposer également les ontraintes L¯m |φ>=
0, m > 0. Les opérateurs L¯m satisfont aussi une algèbre de Virasoro et
ommutent ave les Lm.
Ave la nouvelle forme de la ontrainte générée par L0 l'opérateur de
masse pour la orde ouverte devient :
M2 =
1
α′
(N − a), (1.37)
ave N =
∑
m>0Nm =
∑
m>0 α−m · αm.
Pour la orde fermée les onditions (L0 − a) | φ >= 0 et (L¯0 − a) |
φ>= 0 impliquent (L0 − L¯0) | φ>= 0 ou plus simplement N = N¯ 9. C'est
e qu'on appelle la ondition de raordement des niveaux(level mathing).
L'opérateur de masse est donné par :
M2 =
2
α′
(N + N¯ − 2a). (1.38)
Il peut être montré que dans le as où la dimension de l'espae-temps est
D = 26 et a = 1 les états de norme négative déouplent[53℄. Nous allons
prouver le fait que D = 26 et a = 1 dans le adre de la quantiation dans
la jauge de lumière. L'approhe onsiste à hoisir une jauge dans laquelle
9
On rappelle que α
µ
0
= α¯µ
0
=
√
2α′pµ.
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les ontraintes de Virasoro peuvent être expliitement résolues pour que la
théorie soit dérite en terme des états physiques uniquement. Pour la quan-
tiation ovariante nous avons hoisi une jauge dans laquelle la métrique
sur la surfae de l'univers est onformement plate :
ds2 = e2Λ(dσ2 − dτ 2) = e2Λdσ+dσ−, (1.39)
mais ei ne xe pas omplètement la jauge ar toutes les transformations
du type σ+ → σ˜+(σ+), σ− → σ˜−(σ−) peuvent être ompensées par une
transformation de Weyl et ne hangent pas la jauge. La transformation de
τ˜ :
τ˜ =
1
2
(
σ˜+(τ + σ) + σ˜−(τ − σ)) , (1.40)
implique que τ˜ satisfait l'équation d'onde à 2 dimensions :
(∂2σ − ∂2τ )τ˜ = 0. (1.41)
Rappelons que les hamps Xµ satisfont également ette équation, on peut
don faire une reparametrisation de manière à e que τ˜ soit égal à un des
Xµ. La jauge du ne de lumière orrespond au hoix τ˜ = X+/p+ + onst.
ou autrement :
X+(τ, σ) = x+ + 2α′p+τ. (1.42)
Les oordonnées du ne de lumière de l'espae-temps sont dénies par :
X± = 1√
2
(X0 ±XD−1) .
Ayant xé X+ on peut exprimer X− en fontion des oordonnées trans-
verses X i, i = 1, ..., D−2 à partir des ontraintes de Virasoro, (X˙±X ′)2 = 0 :
X˙− ±X−′ = 1
4α′p+
(X˙ i ±X i′), (1.43)
e qui détermine les α−m :
α−m =
1
2α′p+
∞∑
n=1
: αim−nαn,i : −aδm. (1.44)
Dans la jauge du ne de lumière toutes les exitations de la orde sont
générées par les osillateurs transverses αim(et les α˜
i
m pour les ordes fermées).
Les diérents états des ordes sont obtenus en agissant ave les opérateurs
de réation αim, m < 0 sur l'état fondamental |0; p>. Par exemple le premier
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état exité de la orde ouverte est αi−1 |0; p> qui est un veteur ave D − 2
omposantes. Il appartient à la représentation vetorielle du petit groupe
SO(D − 2). Sous une transformation de Lorentz un veteur ave une po-
larisation transverse peut aquérir également une polarisation longitudinale,
sauf s'il est non massif. Pour que la théorie soit invariante de Lorentz il faut
don que et l'état αi−1 |0; p> soit de masse nulle. En utilisant la formule de
l'opérateur de masse pour les ordes ouvertes (1.37) on trouve :
M2 =
1− a
α′
= 0⇒ a = 1. (1.45)
On peut voir mainenant que l'état fondamental de la orde ouverte, de
masse M2 = − a
α′
est un tahyon. Cei est également le as pour les ordes
fermées dont l'état fondamental a la masseM2 = −4a
α′
. Le premier état exité
des ordes fermées est donné par αi−1α¯
j
−1 |0; p>. Cei est un tenseur de masse
nulle,M2 = 2
α′
(2−2a) = 0, qui se déompose en représentations irredutibles
de SO(D − 2) : un tenseur antisymétrique, Bµν , un tenseur symétrique de
trae nulle, gµν , orrespondant à une partiule de spin deux et sans masse, le
graviton, et un hamp salaire, φ, appelé dilaton.
Nous avons vu que pour respeter l'invariane de Lorentz la onstante a
doit être égale à 1. Mais ette onstante est reliée à la dimension de l'espae-
temps. Pour voir ela on peut aluler a à partir de la formule :
1
2
D−2∑
i=1
∞∑
n=−∞
αi−nα
i
n =
1
2
D−2∑
i=1
∞∑
n=−∞
: αi−nα
i
n : +
D − 2
2
∞∑
n=1
n. (1.46)
La somme divergente
∑∞
n=1 n peut être alulée par la méthode de régu-
larisation de la fontion zeta
10
et vaut−1/12. Par onséquent a = −D−2
24
= 1,
don la dimension de l'espae temps est 26.
10
La formule générale est
∑
n≥0(n+ a) = ζ(−1, a) = − 112 (6a2 − 6a+ 1).
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1.2 Cordes supersymétriques
Les ordes bosoniques ne permettent pas la desription des fermions de
l'espae-temps et, par onséquent, ne sont pas de bons andidats pour une de-
sription de la réalité. En plus, l'état fondamental pour les ordes bosoniques,
ouvertes ou fermées, est tahyonique, e qui indique une instabilité. Intro-
duire des dégrées de liberté fermioniques pourrait résoudre e probléme, ar
la masse négative de l'état fondamental provient de l'énergie du point zéro
des osillateurs bosoniques et les dégrées de liberté fermioniques apportent,
en prinipe, une ontribution de signe opposé.
Le proédé de onstrution de la orde fermionique onsiste à introduire
des spineurs sur la surfae d'univers, qui seront les superpartenaires des
hamps Xµ. La supersymétrie sur la surfae d'univers est manifeste, mais,
en revanhe, la supersymétrie de l'espae-temps n'est pas garantie. Dans le
formalisme de Ramond[9℄, Neveu et Shwarz[10℄ la supersymétrie de l'espae-
temps est obtenue après tronation du spetre par la projetion dite GSO
(Gliozzi, Sherk et Olive)[11℄. Il existe un deuxième formalisme, de Green et
Shwarz[14℄, dans lequel la supersymétrie de l'espae temps est manifeste,
mais pas elle de la surfae d'univers. Le premier formalisme sera adopté
dans la suite.
1.2.1 La orde fermionique lassique
L'ation de Polyakov (1.4) pour la orde bosonique représente D hamps
salaires Xµ ouplés à la métrique, hab à deux dimensions. La généralisa-
tion supersymétrique de ette ation neessite l'introdution des partenaires
supersymétriques de Xµ et hab.
EnD dimensions les hampsXµ représentent D degrés de liberté bosoniques.
En introduisant D spineurs de Majorana sur la surfae d'univers, ψµ, on
obtient D degrés de liberté fermioniques "on-shell"11. "O-shell" il faut in-
troduire D hamps salaires auxiliares F µ pour former un multiplet salaire
ave supersymétrie N = (1, 1) en dimension deux. Le gravitino, partenaire
supersymétrique du hab, est un spineur-veteur de Majorana, représentant 2
degrés de liberté fermioniques "o-shell"
12
. hab représentant un seul degré de
11
Un spineur de Dira sur la surfae d'univers représente 4 degrés de liberté fermioniques.
La ondition de Majorana et l'équation de mouvement divisent haqune le nombre de
degrés de liberté par 2.
12
Deux des quatre degrés de liberté sont éliminés par les transformations de super-
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liberté bosonique
13
il faut introduire un hamp salaire auxiliare. "On-shell"
le graviton et le gravitino susent.
La généralisation supersymétrique de l'ation (1.4) est :
S = − 1
4πα′
∫
d2σ
√
−h {hab∂aXµ∂bXµ + iψ¯µγa∇aψµ}−
− 1
4πα′
∫
d2σ
√−h iχaγβγaψµ
(
∂βXµ +
i
4
χβψµ
)
, (1.47)
où χa est le gravitino et γa sont les matries de Dira à 2 dimensions :
γ0 = σ2 =
(
0 −i
i 0
)
, γ1 = iσ1 =
(
0 i
i 0
)
. (1.48)
L'ation (1.47) est invariante sous les transformations de supersymétrie :
δhab = iǫ(γaχb + γbχa),
δχa = 2∇aǫ,
δψµ = γa(∂aX
µ − i
2
χaψ
µ)ǫ,
δXµ = iǫψµ, (1.49)
où ǫ est un spineur de Majorana qui paramétrise la supersymétrie.
La jauge superonforme, l'équivalent supersymétrique de la jauge on-
forme (1.11) du as bosonique, est dénie par les onditions :
hab = e
2Ληab,
χa = γaλ, (1.50)
ave λ = 1
2
γcχc. Dans ette jauge (1.47) devient l'ation de D hamps
salaires et D hamps fermioniques libres :
S = − 1
4πα′
∫
d2σ(∂aXµ∂aXµ + iψ¯
µγa∂aψµ). (1.51)
symétrie.
13
Deux des trois degrés de liberté de la métrique pouvant être éliminés par les
reparametrisations à 2 dimensions omme on l'a vu préédement.
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Les hamps Xµ satisfont l'équation d'onde à deux dimensions, omme
dans le as bosonique, et l'équation de mouvement pour les hamps ψµ est
l'équation de Dira de masse nulle :
iγa∂aψ
µ = 0. (1.52)
Les équations de mouvement doivent être supplementées par les ondi-
tions aux bords et les ontraintes, qui sont les équations de la métrique et du
gravitino. Les onditions aux bords pour les oordonnées bosoniques sont les
mêmes que dans le as de la orde bosonique. Pour les hamps fermioniques
es onditions résultent de l'annulation du terme de surfae :∫
dτψ¯µγ1δψµ |σ=lσ=0 . (1.53)
Le tenseur énergie impulsion prend la forme :
Tab = ∂aX
µ∂bXµ+
i
2
ψ¯µγa∂bψµ+
i
2
ψ¯µγb∂aψµ− 1
2
ηab(∂
cXµ∂cX
µ+ iψ¯µγc∂cψµ).
(1.54)
La variation du gravitino dans l'ation produit le superourant :
TFa =
1
2
γaγ
bψµ∂bXµ. (1.55)
Les ontraintes à imposer aux états physiques sont alors :
Tab = 0, TFa = 0. (1.56)
Comme dans le as bosonique on va utiliser les oordonnées du ne
de lumière sur la surfae d'univers, σ+ et σ−. L'ation et les équations de
mouvement se réérivent :
S =
1
πα′
∫
d2σ{∂+X · ∂−X + i(ψ+ · ∂−ψ+ + ψ− · ∂+ψ−)}, (1.57)
∂+∂−Xµ = 0,
∂−ψ
µ
+ = ∂+ψ
µ
− = 0. (1.58)
La solution pour Xµ est à nouveau la somme de deux fontions arbitraires
XµL(σ
+) etXµR(σ
−) et le développement en osillateurs est le même que dans le
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as bosonique, alors que pour les oordonnées fermioniques on obtient : ψµ+ =
ψµ+(σ
+) et ψµ− = ψ
µ
−(σ
−) . Pour les ordes fermées la ondition de périodiité
s'érit dans les oordonnées du ne de lumière (ψ+δψ+ + ψ−δψ−)(σ) =
(ψ+δψ+ + ψ−δψ−)(σ + 2π), e qui revient aux onditions :
ψ+(σ) = ±ψ+(σ + 2π),
ψ−(σ) = ±ψ−(σ + 2π), (1.59)
et de même pour δψ±. On appelle onditions de Ramond (R) elles de péri-
odiité et onditions de Neveu-Shwarz(NS) elles de antipériodiité. Plus
brièvement les fermions sur la surfae d'univers respetent la ondition :
ψ(σ + 2π) = e2πiφψ(σ), (1.60)
ave φ = 0 pour le seteur de Ramond et φ = 1
2
pour le seteur de Neveu-
Shwarz. Ave ette ondition la solution générale de l'équation de Dira
s'érit :
ψµ+(σ, τ) =
∑
r∈Z+φ
b¯µr e
−ir(τ+σ),
ψµ−(σ, τ) =
∑
r∈Z+φ
bµr e
−ir(τ−σ), (1.61)
ave (bµr )
† = bµ−r et (b¯
µ
r )
† = b¯µ−r pour assurer la réalité des spineurs de Majo-
rana ψµ±.
Dans les oordonnées du ne de lumière les ontraintes Tab = 0, TFa = 0
prennent la forme :
T++ =
1
2
∂+X · ∂+X + i
2
ψ+ · ∂+ψ+ = 0,
T−− =
1
2
∂−X · ∂−X + i
2
ψ− · ∂−ψ− = 0,
T+− = T−+ = 0,
TF+ =
1
2
ψ+ · ∂+X = 0,
TF− =
1
2
ψ− · ∂−X = 0. (1.62)
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et leurs modes de Fourier sont donnés par :
Lm = L
(α)
m + L
(b)
m =
1
2
∑
n∈Z
αm−n · αn + 1
2
∑
r∈Z+φ
(r − m
2
)bm−r · br,
Gr =
∑
n∈Z
br−n · αn. (1.63)
1.2.2 Quantiation de la orde fermionique
Les rélations de ommutation (1.27) doivent être omplétées par les an-
tiommutateurs :
{ψµ+(σ, τ), ψν+(σ′, τ)} = 2πηµνδ(σ − σ′),
{ψµ−(σ, τ), ψν−(σ′, τ)} = 2πηµνδ(σ − σ′),
{ψµ+(σ, τ), ψν−(σ′, τ)} = 0, (1.64)
e qui implique pour les osillateurs fermioniques :
{bµr , bνs} = ηµνδr+s. (1.65)
Remarquons que les modes zero satisfont l'algèbre de Cliord :
{bµ0 , bν0} = ηµν . (1.66)
L'opérateur nombre d'osillateurs est donné par :
N = N (α) +N (b) =
∞∑
n=1
α−n · αn +
∞∑
r∈Z+φ>0
rb−r · br. (1.67)
Les opérateurs de Virasoro doivent être redénis en utilisant l'ordre nor-
mal et une onstante, a, doit être rajoutée dans les formules ontenant L0.
Ils satisfont l'algèbre de super-Virasoro :
[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + d
8
m(m2 − 2φ)δm+n,
[Lm, Gr] = (
m
2
− r)Gm+r,
{Gr, Gs} = 2Lr+s + d
2
(r2 − φ
2
)δr+s. (1.68)
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L'état fondamental est déni par :
αµm |0>= bµr |0>= 0, m, r > 0. (1.69)
Dans le seteur de Neveu-Shwarz l'état fondamental est un salaire omme
pour la orde bosonique. Cei n'est plus le as dans le seteur de Ramond
à ause de l'existene du mode bµ0 dans e seteur. Il faut remarquer que b
µ
0
ommute ave l'opérateur de masse, M2 = 2
α′
(N + N¯ − 2a), e qui implique
que les états |0> et bµ0 |0> ont la même masse. En se rappellant que bµ0 sont
les générateurs de l'algèbre de Cliord on peut onlure que l'état fonda-
mental dans le seteur de Ramond est un spineur de l'espae-temps. Comme
les osillateurs αµ−m et b
µ
−r sont des veteurs de l'espae-temps il en résulte
que tous les états onstruits à partir de l'état fondamental de Neveu-Shwarz
sont des bosons de l'espae-temps et que tous les états onstruits à partir de
l'état fondamental de Ramond sont des fermions de l'espae-temps.
Des états de norme négative sont à nouveau présents dans le spetre et
il est instrutif d'étudier la quantiation dans la jauge du ne de lumière
qui est donnée par les onditions :
X+ = α′p+τ,
ψ+ = 0. (1.70)
Les ontraintes permettent d'exprimer les osillateurs α−m et b
−
r en fon-
tions des modes transverses αim et b
i
r, i = 1...D − 2 et les états de la orde
sont onstruits en utilisant seulement les osillateurs transverses.
Le spetre de la orde ouverte (qui équivaut à elui des modes de gauhe
ou de droite de la orde fermée à un fateur 4 près dans la formule de la
masse) est donné par :
1.) Le seteur de Neveu-Shwarz : l'état fondamental, |0>, est un salaire
de masseM2 = − a
α′
. Le premier état exité,N = 1/2, est donné par bi−1/2 |0>
ave la masseM2 = 1
α′
(1
2
−a). Cei est un veteur de SO(D−2) et l'invariane
de Lorentz impose qu'il soit de masse nulle, .a.d. aNS =
1
2
. L'état fondamental
est enore une fois tahyonique. D'autre part la onstante de l'ordre normale
vaut a = −D−2
2
(
∑∞
n=0 n−
∑∞
r=1/2 r), qui, en utilisant la régularisation de la
fontion ζ , donne le résultat a = D−2
2
( 1
12
+ 1
24
) = D−2
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. On en déduit que la
dimension de l'espae-temps vaut D = 10.
Les états ave N = 1 sont αi−1 | 0>, qui est un veteur de SO(8), et
bi−1/2b
j
−1/2 | 0>, tenseur antisymétrique de SO(8), ave la masse M2 = 12α′ .
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Ces 8 + 28 dégrés de liberté bosoniques forment un tenseur antisymétrique
de SO(9), qui est le petit groupe des états massifs en dix dimensions.
Au niveau N = 3/2 on obtient des états de masse M2 = 1/α′ :
bi−1/2b
j
−1/2b
k
−1/2 |0>, αi−1bj−1/2 |0> et bi−3/2 |0>, soit un total de 128 états.
2.) Le seteur de Ramond : l'état fondamental est, omme on l'a vu, un
spineur. En 10 dimensions on peut imposer simultanément les onditions de
Weyl et Majorana, e qui onduit à 8 dégrés de liberté fermioniques indépen-
dants "on-shell", qui représentent les omposantes d'un spineur de Majorana-
Weyl, de masse nulle, du groupe SO(8). La masse de l'état fondamental étant
donnée par M2 = −a/α′ il résulte que aR = 0. Il y a deux possibilités pour
la hiralité de e spineur onduisant à deux états possibles | a> et | a¯>. Le
niveau N = 1 est formé des états αi−1 |a>, αi−1 | a¯>, bi−1 |a> et bi−1 | a¯> de
masse M2 = 1/α′, soit 2× 128 états.
À e niveau le spetre obtenu n'est pas supersymétrique, mais la pro-
jetion GSO permet d'obtenir la supersymétrie. D'abord il faut éliminer le
tahyon du seteur NS, ainsi que tous les états de masse (n+ 1/2)/α′, n ≥ 0
qui n'ont pas d'équivalent dans le seteur de Ramond. Il s'agit, don, d'élim-
iner tous les états ave un nombre pair d'osillateurs de type bi−r, .a.d. tous
les bosons ( par rapport à la surfae d'univers) du seteur NS. Le projeteur
GSO dans le seteur NS est déni par :
PNSGSO =
1− (−1)FNS
2
, (1.71)
ave FNS =
∑∞
r=1/2 b
i
−r ·bir le nombre fermionique sur la surfae d'univers.
Ensuite on remarque que pour obtenir l'équilibre entre le nombre des
dégrés de liberté fermioniques (R) et bosonique (NS) pour les états de masse
nulle, par exemple, il est néessaire d`éliminer un des états | a> ou | a¯>.
L'opérateur qui permet d'eetuer ette opération est
Γ = b10...b
8
0(−1)
∑
n>0 b
i
−nb
i
n = Γ9(−1)FR , (1.72)
où Γ9 = b
1
0...b
8
0 est l'opérateur de hiralité dans les dimensions transverses et
FR le nombre fermionique sur la surfae d'univers dans le seteur de Ramond.
En demandant Γ = 1 pour tous les états (ou Γ = −1 pour tous les états)
on élimine la moitié des dégrés de liberté en rétablissant l'équilibre ave les
bosons du seteur NS.
Pour obtenir le spetre des ordes fermées il faut ombiner les modes de
droite ave elles de gauhe en tenant ompte de la ontrainte L0 − L¯0 = 0,
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ou autrement m2R = m
2
L. Quatre seteurs apparaissent : (NS,NS) et (R,R),
qui onduisent à des bosons de l'espae-temps, et (NS,R), (R,NS) qui onti-
ennent les fermions de l'espae-temps. La projetion GSO peut être eetuée
séparément pour les modes de droite et de gauhe e qui donne la possibilité
de hoisir indépendemment la projetion dans le seteur R : ΓL = ΓR = 1 ou
ΓL = 1, ΓR = −1. Ave le premier hoix on obtient la théorie appellée IIB
dont le spetre non massif est donné par :
seteur (NS,NS) : un salaire (le dilaton), le graviton, gij, et un tenseur
antisymétrique, Bij .
seteur (R,R) : une zero forme, C0, une 2-forme, C2, et une 4-forme auto-
duale, C+4 .
seteurs (R,NS) et (NS,R) : deux gravitinos de spin 3/2 ave la même
hiralité et deux fermions de spin 1/2.
Le omptage des degrés de liberté fermioniques et bosoniques (128) in-
dique qu'il s'agit d'une théorie supersymétrique. La présene de deux
gravitions ave la même hiralité indique que la théorie IIB est une théorie
hirale ave supersymétrie N = (2, 0).
Le hoix ΓL = 1, ΓR = −1 onduit à la théorie IIA qui possède au niveau
non massif les états :
seteur (NS,NS) : un salaire (le dilaton), le graviton, gij, et un tenseur
antisymétrique, Bij .
seteur (R,R) : une 1-forme, C1 et une 3-forme, C3.
seteurs (R,NS) et (NS,R) : deux gravitinos de spin 3/2 ave des hiralités
opposées et deux dilatinos de spin 1/2, un pour haque hiralité.
La théorie IIA est une théorie non hirale ave supersymétrie N = (1, 1).
1.3 Développement de Polyakov
L'integrale de hemin de Feynman est une méthode naturelle pour dérire
les interations en théorie des ordes. En méanique quantique les amplitudes
sont obtenues en sommant sur toutes les trajetoires possibles qui relient
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les états initials et nals, haque trajetoire étant pondérée par un fateur
exp(iScl/~), où Scl est l'ation lassique.
Polyakov a généralisé e proedé à la théorie des ordes[8℄ : une amplitude
des ordes est obtenue en sommant sur toutes les surfaes d'univers qui relient
les ourbes initiales et nales.
interaction cordes
    delocalisee
Fig. 1.1  Une orde fermée qui se désintegre en deux ordes fermées
Les interations des ordes sont impliites dans la somme sur les surfaes
d'univers. Par exemple la gure (1.1) montre la désintegration d'une orde
fermée en deux ordes. Les partiules sont obtenues omme des diérentes
états d'exitation des ordes et toutes les interations du Modèle Standard
apparaissent à partir de e type d'intération.
Comme on peut le voir sur ette gure (1.1) la désintegration semble avoit
lieu à des diérents points de l'espae selon le repère de Lorentz hoisi. L'in-
teration est "étendue" dans l'espae, e qui pourrait résoudre les divergenes
de la gravité quantique.
La somme sur les surfaes d'univers qui relient des ourbes initiales et
nales onduit à des amplitudes diiles à aluler. Le alul se simplie
lorsque les soures sont envoyées à l'inni. Dans e as l'invariane on-
forme de la théorie sur la surfae d'univers rend équivalentes une surfae
d'univers ave des ordes externes et une surfae ompate ave des inser-
tions pontuelles, omme la gure (1.2) le montre.
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Fig. 1.2  Interation ave quatre ordes fermées externes et la représenta-
tion équivalente de ette amplitude omme une sphère ave quatre insertions
pontuelles
Pour aluler une amplitude il faut intégrer sur toutes les métriques pos-
sibles de la surfae d'univers, gab(τ, σ), et toutes les possibilités de plonger la
surfae d'univers dans l'espae-temps, Xµ(τ, σ) 14 :∫
[dX dg]exp(−S), (1.73)
ave
S =
1
4πα′
∫
d2σg1/2gab∂aX
µ∂bXµ + λ χ, (1.74)
où :
χ =
1
4π
∫
d2σg1/2R, (1.75)
est le nombre d'Euler de la surfae d'univers qui pour une surfae ave h
poignées, b frontières et c rossaps15 vaut χ = 2− 2h− b− c.
On peut remarquer que si on ajoute une frontière sur une surfae d'univers
(g 1.3), e qui équivaut à l'émission suivie de l'absorption d'une orde ou-
verte, le nombre d'Euler diminue d'une unité et dans l'intégrale de hemin il
14
Nous avons remplaé la métrique minkowskienne sur la surfae d'univers ave une
métrique eulidienne.
15
Un rossap est une frontière ave les points diamétralement oppposés identiés.
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(a) (b)
Fig. 1.3  (a) Une orde ouverte qui se propage librement. (b) Deuxième
ordre en théorie des perturbations
y aura un fateur eλ de plus. Il en résulte que l'amplitude pour émettre une
orde ouverte est proportionnelle à eλ/2. De la même façon on peut voir que le
fait d'ajouter une poignée sur la surfae d'univers équivaut à l'émission suivi
de l'absorption d'une orde fermée et, en même temps, diminue le nombre
d'Euler de 2 unités. L'amplitude d'émission pour une orde fermée est, don,
proportionnelle à eλ.
La onstante de ouplage en théorie des ordes est reliée à λ, qui semble
être un paramètre libre de la théorie. Mais si on veut généraliser l'ation
des ordes dans l'espae de Minkowski à une ation dérivant la propagation
des ordes dans un espae-temps ourbe on se rend ompte qu'en plus du
remplaement de la métrique de Minkowski ηµν ave une métrique générale
Gµν , il faut inlure des ouplages aux autres états de masse nulle des ordes,
ar le graviton n'est qu'un états de ordes parmi d'autres. Autrement dit il
faut inlure des ouplages au tenseur antisymétrique Bµν et au dilaton Φ :
S =
1
4πα′
∫
d2σg1/2[(gabGµν(X) + iǫ
abBµν(X))∂aX
µ∂bX
ν + α′RΦ(X)].
(1.76)
On peut voir à partir de l'ation (1.74) que les diérentes valeurs du
paramètre λ orrespondent , en fait, à des diérents fonds d'une seule théorie
et non pas à des théories diérentes. La onstante de ouplage des ordes est
donnée par la valeur moyenne dans le vide du dilaton :
gs = e
<Φ>. (1.77)
L'intégrale de hemin (1.73) omporte un omptage erroné ar les on-
gurations (X, g) reliés par les diéomorphismes et par la transformation de
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Weyl dérivent la même physique et devraient être omptées une seule fois.
Pour ela il faut diviser la mesure d'intégration par le volume des groupes de
symétrie :
Z =
∫
[dX dg]
Vdiff×Weyl
exp(−S). (1.78)
La mesure d'intégration orrete s'obtient par la méthode de Faddeev-Popov.
Les reparamétrisations et l'invariane de Weyl permettent de xer om-
plètement la métrique à une valeur gˆab. La mesure de Faddeev-Popov, ∆FP ,
est dénie par :
1 = ∆FD(g)
∫
[dζ ]δ(g − gˆζ), (1.79)
où ζ dénote une transformation sous les reparamétrisations ombinée ave
une transformation de Weyl et [dζ ] est une mesure invariante de jauge. En
insérant (1.79) dans l'intégrale de hemin on obtient :
Z[gˆ] =
∫
[dζ dX dg]
Vdiff×Weyl
∆FD(g)δ(g − gˆζ) exp(−S[X, g]). (1.80)
Après intégration sur g et une transformation de jauge l'intégrale de
hemin devient :
Z[gˆ] =
∫
[dζ dX ]
Vdiff×Weyl
∆FD(gˆ) exp(−S[X, gˆ]). (1.81)
On peut eetuer l'intégrale sur ζ qui se simplie ave le volume du
groupe de jauge, le résultat étant :
Z[gˆ] =
∫
[dX ]∆FD(gˆ) exp(−S[X, gˆ]). (1.82)
Le déterminant de Faddeev-Popov vaut[53℄ :
∆FD(gˆ) =
∫
[db dc]exp(−Sg), (1.83)
où Sg = (1/2π)
∫
d2σ gˆ1/2bab∇a cb, ave b et c des fantmes de Grassmann.
En fait l'inégrale de hemin (1.82) dépend du fateur onforme, ω, ave
gˆab = e
2ωδab, sauf si la dimensions de l'espae-temps est 26. Dans e as il
n'y a pas d'anomalie onforme et l'expression (1.82) est orrete.
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1.4 Compatiation toroidale, T-dualité, D-branes
Nous avons vu que la orde bosonique et la superorde prédisent une
dimension de l'espae-temps plus grande que D = 4, qui est la dimension de
notre espae-temps, telle qu'elle est perçue à l'heure atuelle. Cei pourrait
être expliqué par le fait que les dimensions supplémentaires sont ompatiées
à une éhelle très réduite qui rend impossible leur détetion aux énergies
atuelles.
Ii on va onsidérer le as le plus simple, à savoir la ompatiation d'une
oordonnée sur un erle pour la orde bosonique :
X ≡ X + 2πR. (1.84)
La périodiité implique que l'impulsion du entre de masse de la orde
est quantiée, omme pour la ompatiation de Kaluza-Klein en théorie
des hamps :
p =
m
R
, m ∈ Z. (1.85)
En théorie des ordes la ompatiation a un deuxième eet. Une orde
fermée peut s'enrouler autour de la dimension ompate :
X(σ + 2π) = X(σ) + 2πw, w = nR, n ∈ Z. (1.86)
w s'appelle nombre d'enroulement (winding number) et représente le nombre
de tours eetués par la orde autour de la dimension X .
Le développpement en osillateurs pour la oordonnée ompate est donné
par :
X(τ, σ) = x+ 2α′
m
R
τ + 2nRσ + i
√
α′
2
∑
k 6=0
{αk
k
e−2ik(τ+σ) +
α¯k
k
e−2ik(τ−σ)},
(1.87)
qui, en utilisant la formule (1.18) permet de determiner :
pL = (2/α
′)1/2α0 =
m
R
+
nR
α′
,
pR = (2/α
′)1/2α¯0 =
m
R
− nR
α′
. (1.88)
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Les opérateurs de Virasoro L0 et L¯0 sont donnés par
16
:
L0 =
α′p2L
4
+
∞∑
n=1
α−nαn,
L¯0 =
α′p2R
4
+
∞∑
n=1
α¯−nα¯n (1.89)
et l'opérateur de masse devient :
M2 = −pµpµ = 1
2
(p2L + p
2
R) +
2
α′
(N + N¯ − 2) =
=
m2
R2
+
n2R2
α′2
+
2
α′
(N + N¯ − 2). (1.90)
On peut voir à partir de ette formule que lorsque R → ∞ les modes
d'enroulement deviennent inniment massifs et les valeurs de l'impulsion
ompate tendent vers un spetre ontinu, omme pour une dimension non-
ompate. Dans la limite R → 0 e sont les valeurs de l'impulsion qui devi-
ennent innies et les modes d'enroulement qui tendent vers un ontinuum,
e qui ressemble à nouveau au spetre d'une dimension non-ompate. En
fait les deux limites sont équivalentes, e qui n'est pas le as en théorie des
hamps où il n'y a pas l'équivalent du nombre d'enroulement. L'invariane
du spetre sous la transformation :
R→ R′ = α
′
R
, n↔ m (1.91)
s'appelle T-dualité. L'équivalene des limites R → 0 et R → ∞ en théorie
des ordes montre que la géométrie de l'espae-temps à ourte distane est
vue diéremment par les ordes et par les partiules pontuelles. Les théories
inéquivalentes sont elles pour lesquelles R ≥ Rself−dual = α′1/2.
Éhanger n et m revient à une parité sur l'impulsion pR et, impliitement,
sur la oordonnée XR. Après la T-dualité la théorie est dérite en termes de
la oordonnée X ′ = XL(σ+)−XR(σ−).
La T-dualité agit de manière non-trivialle sur le dilaton. Le ouplage de
la théorie ompatiée doit être invariant sous la T-dulaité. Ce ouplage est
16
A noter que L0 − L¯0 = 0 n'implique plus N = N¯ , mais N − N¯ = mn.
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obtenu en integrant l'ation de la théorie à 26 dimensions sur la oordonnée
ompate, il sera, don, proportionnel au périmètre du erle et, don, au
rayon R. Il en résulte que Re−2Φ doit être invariant sous la T-dualité, e qui
implique la transformation suivante pour Φ :
eφ
′
=
α′1/2
R
eΦ. (1.92)
Pour les ordes ouvertes il n'y a pas de nombre d'enroulement ar les
onditions aux bords de Neumann indiquent que les bouts des ordes ouvertes
se dépalent librement dans l'espae e qui permet toujours de dérouler la
orde de la dimension ompate. Dans la limite R → 0 on n'obtient pas
un ontinuum d'états omme pour la orde fermée. Après la T-dualité les
ordes ouvertes se déplaent en 25 dimensions. L'interpretation de e fait
est que les ordes ouvertes vibrent toujours à 26 dimensions, mais que leurs
bouts sont ontraints à appartenir à une hypersurfae 25-dimensionnelle. En
eet, la théorie T-duale étant dérite en utilisant la oordonnée X ′(25) =
X
(25)
L (τ + σ) − X(25)R (τ − σ), la ondition de Neumann dans ette diretion
devient, après la T-dualité, une ondition de Dirihlet :
∂σX
(25) = ∂τX
′(25) = 0. (1.93)
Les hypersurfaes auxquelles les bouts des ordes ouvertes sont restreintes
sont des nouveaux objets dynamiques appelés D-branes. En eetuant des
T-dualités sur 25− p oordonnées on obteint une Dp-brane, un objet ave p
dimensions spatiales. Comme la T-dualité éhange les onditions aux bords
Neumann et Dirihlet il en résulte qu'en eetuant une T-dualité le long d'une
oordonnée parallèle à une Dp-brane on la transforme en une D(p−1)-brane,
alors qu'une T-dualité dans une diretion perpendiulaire à la brane la trans-
forme dans une D(p+ 1)-brane.
Par analogie ave le as de la orde l'ation eetive pour une Dp-brane
pourrait s'érire :
Sp = −Tp
∫
dp+1ξ e−Φ(−det Gab)1/2, (1.94)
où ξa, a = 0, ..., p sont les oordonnées qui paramétrisent la brane et Gab est
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la métrique induite sur la brane :
Gab(ξ) =
∂Xµ
∂ξa
∂Xν
∂ξb
Gµν(X(ξ)). (1.95)
Tp est la tension de la Dp-brane, donnée par :
Tp =
MP
32
√
2
e−Φ0(4πα′)(11−p)/2, (1.96)
ave MP la masse de Plank et Φ0 la valeur moyenne du dilaton dans le vide.
La dependane dans le dilaton, e−Φ, intervient puisqu'il s'agit d'une ation
des ordes ouvertes au niveau des arbres, la première ontribution venant du
disque(χ = 1).
La métrique (1.94) fait intervenir les hamps Xµ(ξ) qui dérivent le
plongement de la brane dans l'espae-temps et leur ouplage à la métrique
induite. Il n'y a auune raison pour ne pas inlure des ouplages aux autres
états de masse nulle des ordes fermées et ouvertes : le tenseur antisymétrique,
Bµν , qui doit apparaître dans l'ation omme le tenseur induit, Bab :
Bab(ξ) =
∂Xµ
∂ξa
∂Xν
∂ξb
Bµν(X(ξ)) (1.97)
et le hamp de jauge Aa(ξ). Ces hamps apparaissent dans l'ation des ordes
sur la surfae d'univers omme :
1
4πα′
∫
M
d2σg1/2ǫab∂aX
µ∂bX
νBµν +
∫
∂M
dτAµX˙
µ =
1
2πα′
∫
M
B +
∫
∂M
A
(1.98)
Cette ation est invariante sous la transformation de jauge de l'espae-temps
δA = dλ. Par ontre la transformation de jauge δB = dζ onduit à un terme
de surfae non nul qui peut être annulé si A se transforme sous la symétrie
de jauge de B omme : δA = −ζ/2πα′. La ombinaison Bab + 2πα′Fab, ave
F = dA, est invariante sous les deux transformations de jauge. C'est ette
ombinaison qui doit apparaître dans l'ation. Par onséquent l'ation de la
brane s'érit :
Sp = −Tp
∫
dp+1ξ e−Φ[−det(Gab +Bab + 2πα′Fab)]1/2. (1.99)
(1.99) s'appelle l'ation de Born-Infeld.
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Une Dp-brane ouple naturellement à une p+ 1 forme :
S = −q
∫
dp+1ξ Ap+1, (1.100)
où q est la harge de la brane, appelée harge de Ramond-Ramond (RR), ar
les formes apparaissent dans le seteur (R,R) du spetre des ordes fermion-
iques. L'ation (1.100) représente le ouplage "életrique". La duale d'une
(p+ 1) forme étant une (7− p) forme il existe également un ouplage "mag-
nétique" à une (6− p) brane.
Une antibrane, D¯p , a la même trension qu'une brane et la harge opposée.
Les branes et les antibranes sont des objets BPS, 'est à dire qu'elles
préservent une partie de la supersymétrie. Plus préisement les branes brisent
la moitié des supersymétries et les antibranes brisent l'autre moitié. La om-
binaison brane-antibrane brise omplètement la supersymétrie et forme un
système non-BPS.
La théorie de type IIB ontient des branes BPS ave dimension impaire
et la théorie de type IIA onteint les branes BPS de dimension paire. En
plus la théorie de type IIB ontient des branes non-BPS de dimension paire
et la théorie IIA ontient des branes non-BPS de dimension impaire[12℄.
Une D2p -brane non-BPS en théorie IIB est dénie omme une ombinaison
d'une D2p brane BPS et une D¯2p brane BPS de la théorie IIA soumise à
l'opération (−1)FL, ave FL le nombre fermionique gauhe de l'espae-temps.
Par ette transformation la théorie IIA est transformée dans la théorie IIB.
Comme ette opération hange le signe des hamps du seteur (R,R) et que
les branes sont hargées sous un hamp RR, il en résulte qu'une D - brane
se transforme en une antibrane et inversement. Par onséquent le système
brane-antibrane est invariant sous ette transformation. De la même manière
on peut dénir des branes impaires non-BPS en théorie IIA. Etant onstruites
à partir des paires brane-antibrane les branes non-BPS ne sont pas hargées
sous les formes de RR. Leur tension est reliée à elle des branes BPS par
Tnon−BPS =
√
2TBPS. (1.101)
Les ombinaisons brane-antibrane sont dérites en théorie IIB par l'am-
plitude de l'anneau
17
[13℄ :
17
Pour les notations voir le hapitre 2.
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A˜pp = 2−(p+1)/2[|m+ n|2 V8 − |m− n|2 S8]
App = (mm¯+ nn¯)(V8 − S8) + (mn¯+ nm¯)(O8 − C8), (1.102)
ave m le nombre de branes et n le nombre d'antibranes. Les aratères so(8)
se déomposent selon :
V8 = Vp−1O9−p +Op−1V9−p, O8 = Op−1O9−p + Vp−1V9−p
S8 = Sp−1S9−p + Cp−1C9−p, C8 = Sp−1C9−p + Cp−1S9−p, (1.103)
où le deuxième aratère de haque produit dérit des degrés de liberté in-
ternes. Par exemple V8 se déompose en un veteur ave p− 1 omposantes
et 9− p salaires.
Après l'opération (−1)FL les branes et antibranes sont interhangées, e
qui implique en partiulier une identiation des fateurs de Chan-Paton
n = m = N :
A˜pp = 2× 2−(p+1)/2NN¯V8
App = NN¯ [O8 + V8 − S8 − C8] (1.104)
Le fateur 2 dans l'amplitude A˜pp onrme la relation (1.101). Le spetre
ontient un veteur, un tahyon, (9 − p) salaires et un fermion non-hiral
dans l'adjointe du groupe de jauge U(N).
Les théories de type I
18
, SO(32) et USp(32), ontiennent des D9, D5 et
D1 branes BPS et des branes non-BPS pour les autres valeurs de p. Pour
p pair les branes non-BPS sont obtenues à partir des branes non-BPS de la
théorie IIB en agissant ave la projetion d'orientifold. Les branes non-BPS
D(−1), D3 et D7 sont obtenues à partir des paires brane-antibrane BPS de
la théorie IIB. La D(−1) brane non-BPS dans la théorie SO(32) et la D3
brane non-BPS dans la théorie USp(32) sont stables, ar leurs spetres ne
ontiennent pas des tahyons.
18
Voir le hapitre 2 pour leur dénitions.
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1.5 Dualités des ordes
Il existe 5 théories des ordes supersymétriques à 10 dimensions. Deux
d'entre elles ont été disutées dans les setions préédentes : les théories de
type IIA et type IIB. Ce sont des théories des ordes fermées orientées. Une
troisième théorie est obtenue en jaugeant la parité sur la surfae d'univers,
Ω, en théorie IIB. Cette nouvelle théorie, dite de type I, ontient des ordes
fermées et ouvertes non-orientées. Il existe aussi deux théories des ordes fer-
mées, ave supersymétrie N = 1, dites les ordes hétérotiques[3℄. Nous avons
vu que pour les ordes fermées les seteurs gauhe et droit sont pratique-
ment indépendants, n'étant reliés que par la ondition de raordement des
niveaux. Cei est le point de départ pour la onstrution de la orde hétéro-
tique, qui est obtenue en mettant ensemble le seteur gauhe de la orde
bosonique en 26 dimensions ave le seteur droit de la orde fermionique à
10 dimensions. 16 des hamps bosoniques de gauhe, XaL(τ +σ), a = 1, ..., 16
sont, en fait, des degrés de liberté internes et la théorie résultante est une
théorie à 10 dimensions. Les hamps XaL vivent sur un tore 16-dimensionnel.
Leurs impulsions prennent des valeurs disrètes et sont des veteurs d'un
réseau de dimension seize, Γ :
paL ∈ Γ, paL = pieai , a = 1, ..., 16, pi ∈ Z, (1.105)
où eai forment une base de veteurs de Γ. L'invariane modulaire à une boule,
qui sera disutée dans le hapitre suivant, impose des restritions sur les
réseaux possibles. Γ doit être un réseau pair et auto-dual. À 16 dimensions il
n'y a que deux hoix possibles pour Γ onduisant à deux théories diérentes :
la orde hétérotique E8 × E8 et la orde hétérotique SO(32). Le spetre de
masse nulle de es théories ontient les mêmes états que les seteurs (NS,NS)
(graviton, tenseur antisymétrique et dilaton) et (NS,R) (gravitino et dilatino)
des ordes de type I, plus les bosons de jauge de E8×E8 ou SO(32), obtenus
par le produit tensoriel des modes bosoniques internes de gauhe ave le
seteur NS droit, et leurs partenaires supersymétriques, les jauginos(produit
tensoriel des modes bosoniques internes de gauhe ave le seteur R droit).
L'existene de inq théories diérentes mettait en danger l'uniité de la
théorie des ordes. Mais en 1995 il a été onjeturé [16℄ qu'en fait es inq
théories sont reliées par des dualités et pourraient être des diérentes faettes
d'une seule théorie, pas enore éluidée, la M-théorie. Cette idée a été sug-
gérée par le fait que la limite de basse énergie de la théorie de type IIA peut
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Fig. 1.4  Les dualités entre les diérentes théories des ordes
être obtenue par rédution dimensionnelle de la théorie de supergravité à
11 dimensions. La M-théorie orrespondrait à une théorie fondamentale qui
est rélié à la limite de ouplage fort de la théorie IIA et dont la limite de
basse énergie serait la supergravité onze-dimensionnelle. La ompatiation
de la M-théorie sur un erle serait équivalente au ouplage fort de la théorie
IIA, alors que la ompatiation sur un intervalle ave deux bords sur lequels
vivent des hamps de jauge E8 orrespondrait à la orde hétérotique E8×E8.
Les dualités qui relient les diérentes théories de ordes supersymétriques
en 10 dimensions sont :
a) La T-dualité, disutée préédemment, qui rend équivalentes une théorie
ompatiée sur un erle de rayon R et une théorie ompatiée sur
un erle de rayon R′ = α′/R. Sont reliées par ette dualité les théories
de type IIA et IIB et également les deux théories de la orde hétéro-
tique. La T-dualité est une symétrie perturbative, satisfaite à tous les
ordres du développement en puissane de la onstante de ouplage gS.
La T-dualité entre deux théories peut être veriée ordre par ordre dans
le développement perturbatif.
b) La S-dualité, qui hange le signe de la valeur moyenne du dilaton
< Φ >→ − < Φ >, rendant équivalents le régime de ouplage faible
d'une théorie ave le régime de ouplage fort d'une autre théorie. La
théorie de type IIB est auto-duale sous la S-dualité, et la théorie de type
I est reliée par S-dualité à la théorie de la orde hétérotique SO(32).
La S-dualité est de nature non-perturbative. La onjeture de S-dualité
entre deux théories est établie en omparant l'ation eetive des modes
de masse nulle qui est xée par la supersymétrie et ne peut pas être
modiée par les orretions des boules. Un autre outil est oert par
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le spetre des états BPS, omme les branes, par exemple, qui reste
inhangé lorsque la onstante de ouplage varie.
1.6 Anomalies
Les symétries des théories lassiques peuvent être brisées par des eets
quantiques qu'on appelle des anomalies. Les anomalies proviennent des dia-
grammes de Feynman qui n'admettent pas des régulateurs ompatibles ave
la onservation simultanée de tous les ourants attahés. L'interprétation
des anomalies dière selon s'il s'agit d'une symétrie globale ou loale qui est
brisée. La brisure des symétries globales peut être utile dans ertaines théories
pour des raisons phénoménologiques. En revanhe la brisure des symétries lo-
ales, omme l'invariane de jauge ou la ovariane de la théorie , onduit
à des inonsistanes. Les anomalies apparaissent dans les théories hirales.
En onséquee les anomalies existent seulement en dimension paire
1920
. En
dimensionD = 2k, le plus simple diagramme de Feynman, qui est potentielle-
ment soure d'anomalies, est une boule ave k + 1 bras externes. Pour les
superordes, D = 10, ela orrespond à un diagramme hexagonal(g 1.5). Les
lignes externes peuvent être des bosons de jauge ou des gravitons et les lignes
internes sont des fermions ou des bosons auto-duaux(ou anti-auto-duaux).
Fig. 1.5  Diagramme hexagonal générateur d'anomalies en 10 dimensions.
19
En dimension impaire on ne peut pas avoir des spineurs de Weyl.
20
Des anomalies de parité peuvent exister en dimension impaire.
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En dimensionD les anomalies sont représentées par des (D+2)-formes, ID+2,
qui sont des polynmes de trFm et trRm, où F est le tenseur du hamp de
jauge et R = dω+ω2, ave ω la onnexion de spin, est d'une ertaine manière
l'équivalent de F pour la gravitation21. ID+2 est, par onstrution, invariante
de jauge et exate. Elle détermine loalement une (D + 1)-forme, ID+1 :
ID+2 = dID+1, (1.106)
dont la variation sous les transformation de jauge est exate, en onséquene
de l'invariane de jauge de ID+2 :
δID+1 = dID. (1.107)
L'anomalie est déterminée omme l'intégrale de ID. La ondition d'annu-
lation des anomalies est donnée par ID+2 = 0.
Rappelons nous que la théorie de type IIB est une théorie hirale. Elle
peut don présenter des anomalies. La théorie IIB ne ontient pas de bosons
de jauge, les anomalies possibles sont, don, de nature purement gravitation-
nelle.
En dénissant :
Y2m =
2k+1∑
i=1
(
1
2
xi)
2m =
1
2
(
−1
4
)m
trR2m, (1.108)
les polynmes pour les anomalies gravitationelles sont données par
22
:
i) pour un fermion hiral de spin 1/2 :
I1/2 =
2k+1∏
i=1
( 1
2
xi
sinh
1
2
xi
)
= 1− 1
6
Y2 +
1
180
Y4 +
1
72
Y 22 −
1
2835
Y6 −
− 1
1080
Y2Y4 − 1
1296
Y 32 + ..., (1.109)
ii) pour un fermion hiral de spin 3/2 :
I3/2 = I1/2(−1 + 2
2k+1∏
i=1
oshxi) = I1/2(D − 1 + 4Y2 + 4
3
Y4 +
8
45
Y6...),
21
Pour une revue omplète du formalisme des anomalies voir le volume 2 de "Superstring
Theory", M.B. Green, J.M. Shwarz et E. Witten, Cambridge University Press, 1987.
22
Un fateur global −i(2pi)−D/2 a été enlevé dans les formules suivantes.
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iii) pour une tenseur auto-dual :
IA = −1
8
2k+1∏
i=1
(
xi
tanhxi
)
= −1
8
− 1
6
Y2 + (
7
45
Y4 − 1
9
Y 22 ) +
+
1
2835
(−496Y6 + 588Y2Y4 − 140Y 32 ) + ..., (1.110)
Ces expressions ontiennent les ontributions des anomalies pour les di-
mensions de la forme 4k + 2 pour tout k. Pour obtenir l'anomalie pour la
dimensions D = 4k + 2 il faut extraire de es expressions les termes d'ordre
2(k+1). En revenant à la théorie IIB le spetre de la théorie de basse énergie
ontient un gravitino de Weyl, un spineur de Weyl de hiralité oposée et une
4-forme auto-duale. Leurs ontributions :
(I1/2)6 = − 1
2835
Y6 − 1
1080
Y2Y4 − 1
1296
Y 32 ,
(I3/2)6 = − 495
2835
Y6 − 225
1080
Y2Y4 +
63
1296
Y 32 ,
(IA)6 = − 496
2835
Y6 +
224
1080
Y2Y4 − 64
1296
Y 32 , (1.111)
au polynme total d'anomalie : IIIB = (I1/2)6 − (I3/2)6 + (IA)6 s'annulent
omplètement : IIIB = 0. La théorie IIB est onsistante.
Pour les théories qui ontiennent des bosons de jauge il faut prendre en
ompte les anomalies de jauge ou mixtes. La formule utile dans e as est :
I1/2(F,R) = tr(e
iF )I1/2(R), (1.112)
ave I1/2(R) donné par (1.109). Par exemple la théorie de type I, qui sera
présentée dans le hapitre suivant, ontient des bosons de jauge et les anoma-
lies de jauge et mixtes reçoivent une ontribution venant des jauginos. Cette
ontribution est annulée par le méanisme de Green-Shwarz [14℄. Ce méan-
isme onsiste à introduire un nouveau ouplage, qui n'est pas présent dans
la supergravité minimale, du tenseur antisymétrique, Bµν ,
23
aux bosons de
jauge et/ou au graviton :
S2 =
∫
d10xB ∧ trF 4, (1.113)
23
En réalité, omme on le verra dans la hapitre suivant, le tenseur antisymétrique, Bµν ,
du seteur (NS,NS) est éliminé dans la théorie de type I, mais une 2-forme est toujours
présente, la C2 du seteur (R,R).
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où trF 4 est un expression générique pour les termes d'ordre 4, (trF 2)2, trR4,
trF 2trR2 et. Dans la supergravité minimale de type I il y a déjà un terme
de ouplage du tenseur B aux bosons de jauge :
S1 =
∫
d10x∗(dB) ∧ tr(A ∧ dA), (1.114)
qui provient du terme H2. En eet dans la supergravité minimale N=1 en 10
dimensions, ouplée à un système Yang-Mills, la supersymétrie impose que
le tenseur de la 2-forme, Bµν , soit généralisé de H = dB à :
H = dB − ω3Y , (1.115)
ave ω3Y la 3-forme Chern-Simons, donnée par :
ω3Y = tr(AdA+
2
3
A2). (1.116)
Le tenseur de B, H , est invariant sous une transformation de jauge :
δA = dΛ + [A,Λ], (1.117)
e qui implique la transformation de jauge suivante pour B : δB = ω2Y , ave
ω2Y = tr(ΛdA), δω3Y = dω2Y . S1 est invariante de jauge si H est invariant
de jauge, 'est à dire si B n'est pas invariant de jauge. En revanhe, S2 est
invariante de jauge si B est invariant de jauge. S1 et S2 ne peuvent, don,
pas être invariants de jauge en même temps. Le diagramme de Feynman
de la gure 1.6 ontient les deux ouplages et génére une ontribution aux
anomalies qui ompense les anomalies de jauge et gravitationnelles venant
du diagramme hexagonal.
Les anomalies peuvent être ompensées par le méanisme de Green-Shwarz
si le polynme d'anomalies peut être fatorisé sous la forme :
I12 = (trR
2 + k trF 2)X8, (1.118)
ave k une onstante et X8 un polynme d'ordre quatre en F et R. Comme
I12 est exate il en résulte que X8 est exat aussi. Il y a deux hoix possibles
pour I11. On a trF
2 = dω3Y et, également, trR
2 = dω3L , où ω3L est donnée
par une expression analogue à (1.116) en remplaçant A par la onnexion de
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Bµν
Fig. 1.6  Diagramme qui ontribue aux anomalies. Une 2-forme de masse
nulle est éhangée entre deux bosons de jauge(ou gravitons) et quatre bosons
de jauge(ou quatre gravitons ou deux bosons de jauge et quatre gravitons).
spin, ω. Si on dénit X7 omme X8 = dX7 la forme la plus générale pour I11
est donnée par :
I11 =
1
3
(ω3L+k ω3Y )X8+
2
3
(trR2+k trF 2)X7+αd[((ω3L+kω3Y )X7], (1.119)
où le dernier terme représente l'ambiguité dans la dénition de I11 ave α
un paramètre arbitraire. I10 est alors obtenue, modulo une forme exate, par
δI11 = dI10, don
I10 = (
2
3
+ α)(trR2 + k trF 2)X6 + (
1
3
− α)(ω2L + k ω2Y )X8, (1.120)
ave δX7 = dX6 et δω3L = dω2L. L'anomalie, G =
∫
I10 , est donnée par :
G = (
2
3
+ α)
∫
(ω3L + k ω3Y )dX6 + (
1
3
− α)
∫
(ω2L + k ω2Y )X8. (1.121)
Cette anomalie peut être annulée par l'ajout dans le Lagrangian des ter-
mes :
S = (
1
3
− α)
∫
B X8 − (2
3
+ α)
∫
(ω3L + k ω3Y )X7 (1.122)
et si la transformation de jauge pour le hamp B est généralisé à :
δB = ω2Y − ω2L, (1.123)
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'est à dire si le tenseur du B est généralisé à :
H = dB − ω3Y + ω3L. (1.124)
Pour la théorie de Type I (et la orde hétérotique SO(32)) l'anomalie
totale donnée par les diagrammes hexagonales est :
Itype I = I3/2(R)− I1/2(R)− I1/2(F,R) (1.125)
et expliitement pour m jauginos :
I12 = − 1
720
TrF 6 +
1
24 · 48TrF
4trR2
− 1
256
TrF 2[
1
45
trR4 +
1
36
(trR2)2]
+
m− 496
64
[
1
2 · 2835trR
6 +
1
4 · 1080trR
2trR4 +
1
8 · 1296(trR
2)3]
+
1
384
trR2trR4 +
1
1536
(trR2)3, (1.126)
où Tr designe la trae dans la représentation adjointe(les traes dans la
représentation fondamentale sont notées tr). Pour que l'anomalie (1.126)
puisse être fatorisée il faut que le oeient de trR6 s'annule, 'est à dire
que le groupe de jauge doit avoir 496 générateurs, m = 496. Ensuite en
exprimant les traes dans la représentation adjointe en fontion de elles
dans la réprésentation fondamentale, pour un groupe SO(n),
TrF 2 = (n− 2)trF 2
TrF 4 = (n− 8)trF 4 + 3(trF 2)2
TrF 6 = (n− 32)trF 6 + 15trF 2trF 4, (1.127)
on voit que pour le groupe SO(32) il n'y a pas de ontribution trF 6 dans les
anomalies. En plus e groupe a 32 · (32−1)/2 = 496 générateurs. L'anomalie
se fatorise dans la forme (1.118) ave k = −1/30 et
X8 =
1
24
TrF 4− 1
7200
(TrF 2)2− 1
240
TrF 2trR2+
1
8
trR4+
1
32
(trR2)2. (1.128)
L'anomalie peut, don, être annulée par le méanisme de Green-Shwarz.
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Un autre groupe ave 496 générateurs est E8×E8 (E8 possède 248 généra-
teurs), qui orrespond à la orde hététorique. Pour e groupe TrF 6 est pro-
portionnelle à (TrF 2)3 et TrF 4 à (TrF 2)2. Le fatorisation dans la forme
(1.118) peut avoir lieu.
D'autres possibilités pour le groupe de jauge sont [U(1)]496 et E8×[U(1)]248,
mais on ne onnaît pas des théories des ordes qui possèdent es groupes de
jauge.
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Chapitre 2
Orbifolds et Orientifolds
2.1 Fontion de partition - le tore
À la dierene de la théorie des hamps, en théorie des ordes les ampli-
tudes du vide jouent un role important, ar elles determinent le spetre per-
turbtif. Intéressons-nous à l'amplitude du vide à une boule pour les ordes
fermées bosoniques.
1                     
          
          
          
          
          
          
          
          
          









                  
         
         
         
         
         
         
         
         









        
        
        
        
        
        
        
        








       
       
       
       
       
       
       







      
      
      
      
      
      
      






              
                                   
                                   
                                   
                                   
                                   
                                   
                                   
                                   
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                            








 
 
 
 
 
 
 
                    
                    
                    
                    
                    
                    
                    
                    
                    
                    
                    
                    
                    
                    
                    














τ τ+1
Fig. 2.1  Représentation du tore dans le plan omplexe
Une orde fermée qui eetue une boule dessine un tore. Le tore peut
être représenté omme un parallélogramme dans le plan omplexe, ave les
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tés opposées identiées (g 2.1). La struture omplexe du tore est dérite
par un paramètre omplexe, τ = τ1 + iτ2, appelé paramètre de Teihmüller.
Mais toutes les valeurs de τ ne orrespondent pas à des tores inéquivalents.
Plus préisement toutes les valeurs reliées par la transformation :
τ → aτ + b
cτ + d
, ave ad− bc = 1, a, b, c, d ∈ Z (2.1)
dérivent le même tore. La transformation (2.1) dérit le groupe modulaire
PSL(2,Z) = SL(2,Z)/Z2, qui est engendré par les deux transformations :
T : τ → τ + 1, S : τ → −1
τ
. (2.2)
On peut noter que la transformation S éhange les tés horizontal et oblique,
alors que la transformation T redénit le té oblique.
Les valeurs indépendantes de τ sont ontenues à l'intérieur de la région
fondamentale :
F = {−1/2 < τ1 ≤ 1/2, | τ |≥ 1}. (2.3)
L'expression de l'amplitude du vide à une boule pour un hamp de masse
M est donnée par (voir [17℄) :
Γ = − V
2(4π)D/2
∫ ∞
ǫ
dt
tD/2+1
Str(e−tM
2
), (2.4)
où la trae Str prend en ompte la multipliité et les signe "-" pour les états
fermioniques, V est le volume de l'espae-temps et ǫ est un ut-o ultraviolet.
Appliquons ette formule aux ordes fermées bosoniques. On rappelle que
la dimension ritique dans e as vaut D = 26 et que l'opérateur de masse
est donné par :
M2 =
2
α′
(N + N¯ − 2), (2.5)
ave la ontrainte N − N¯ = 0. Cette ontrainte peut être imposée en intro-
duisant une fontion δ :
δ(N − N¯) =
∫ 1/2
−1/2
ds e2πis(N−N¯). (2.6)
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On obtient alors :
Γ = − V
2(4π)13
∫ 1/2
−1/2
ds
∫ ∞
ǫ
dt
t14
tr
(
e−
2
α′
(N+N¯−2)te2πis(N−N¯)
)
. (2.7)
L'expression (5.4) peut être mise sous une forme plus onise en dénis-
sant le paramètre de Shwinger :
τ = τ1 + iτ2 = s+ i
t
α′π
(2.8)
et en dénissant :
q = e2πiτ , q¯ = e−2πiτ¯ , (2.9)
pour obtenir :
Γ = − V
2(4π2α′)13
∫ 1/2
−1/2
dτ1
∫ ∞
ǫ
dτ2
τ 142
tr qN−1 q¯N¯−1. (2.10)
Le paramètre de Shwinger, τ = τ1 + iτ2, est identié au paramètre Te-
ihmüller du tore. Par onséquent il faut restreindre l'intégration à la région
fondamentale F . Cette restrition introduit un uto UV. Aprés un hange-
ment de normalisation l'amplitude sur le tore prend la forme :
T =
∫
F
d2τ
τ 22
1
τ 122
tr qN−1q¯N¯−1. (2.11)
Cette expression dénit la fontion de partition pour la orde fermée bosonique
et peut être généralisée pour tout modèle de ordes fermées orientées si on
onnaît les opérateurs de Virasoro.
Dans la suite on va aluler expliitement l'amplitude (2.11) pour la orde
bosonique. On rapelle l'expression des opérateurs de Virasoro dans e as :
N =
∞∑
n+1
n a†in an,i, N¯ =
∞∑
n=1
n a¯†in a¯n,i, (2.12)
où nous avons utilisé les opérateurs d'annihilation et de réation ave la
normalisation habituelle pour l'osillateur harmonique. On obtient alors :
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tr qN−1 =
1
q
24∏
i=1
∞∏
n=1
tr qn a
†i
n an,i =
1
q
24∏
i=1
∞∏
n=1
∞∑
k=0
< k | qn a†in an,i | k >=
=
1
q
24∏
i=1
∞∏
n=1
∞∑
k=0
(qn)k =
1
q
24∏
i=1
∞∏
n=1
(1 + qn + q2n + ...) =
1
q
24∏
i=1
∞∏
n=1
1
1− qn =
=
(
1
q1/24
∏∞
n=1(1− qn)
)24
(2.13)
et la fontion de partition vaut :
T =
∫
F
d2τ
τ 22
1
τ 122
1
|η(τ)|48 , (2.14)
où η est la fontion de Dedekind :
η(τ) = q1/24
∞∏
n=1
(1− qn). (2.15)
Les transformations modulaires de la fontion η :
T : η(τ + 1) = e
ipi
12 η(τ), S : η(−1/τ) = √−iτη(τ), (2.16)
impliquent l'invariane de la ombinaison τ
1
2
2 | η |2. La mesure d2τ/τ 22 étant
également invariante sous S et T il résulte que la fontion de partition est
invariante sous le groupe modulaire.
2.2 Orientifold
Les modèles d'orientifold[18℄ sont des théories de ordes fermées non-
orientées ou des théories des ordes fermées et ouvertes non-orientées.
2.2.1 Cordes fermées non-orientées
Jusqu'à présent nous avons disuté des théories des ordes orientées. Mais
la surfae d'univers possède une symétrie que nous n'avons pas prise en
ompte. La transformation de oordonnées :
σ′ = l − σ, τ ′ = τ, (2.17)
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ave l = π pour la orde ouverte et l = 2π pour la orde fermée, hange
l'orientation de la surfae d'univers. Cette symétrie est générée par la parité
sur la surfae d'univers, Ω. A partir des développements en osillateurs (1.18)
et (1.20) on peut en déduire l'ation de Ω sur les osillateurs :
ΩαµnΩ
−1 = α¯µn, Ωα¯
µ
nΩ
−1 = αµn, (2.18)
pour la orde fermée, et
ΩαµnΩ
−1 = (−1)nαµn (2.19)
pour la orde ouverte. A partir de (2.17) on voit que Ω2 = 1. Le spetre est,
don, partagé en états pairs et impairs sous Ω. Étant donné que deux états
impairs qui interagissent donnent naissane à un état pair il résulte que que
la seule manière onsistente de tronquer le spetre est de garder les états
pairs. Par exemple pour les ordes fermées bosoniques au niveau non-massif
on gardera le dilaton et le graviton qui sont pairs sous Ω, alors que le tenseur
antisymétrique Bµν sera éliminé. Au niveau non-massif le modèle des ordes
fermées orientées bosoniques ontenait (24)2 degrés de liberté, dans le modèle
des ordes non-orientées il restent 24(24+1)/2 degrés de liberté. A noter que
le tahyon reste présent dans les théories non-orientées.
Fig. 2.2  La bouteille de Klein. L'anneau. La bande de Möbius (en haut :
la anal diret ; en bas : le anal transverse)
Dans la setion préedente nous avons alulé l'amplitude du vide à une
boule pour les ordes fermées orientées qui est donnée par l'amplitude sur
le tore, qui est la seule surfae fermée orientée ave nombre d'Euler zéro. En
50
revanhe les ordes non-orientées peuvent parourir aussi des surfaes non-
orientées, e qui laisse enore une possibilité, la bouteille de Klein(h = 0, b =
0, c = 2).
2
          
          
          
          
          
          
          
          
          
          
          
          
          












                 
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
                  
        














          
        
        
        
        
        
          
        
          
        
          
        
          
        
          
        
          
        
          
        
          
        
          
        
          
        
          


























1
iτ
Fig. 2.3  Les polygones fondamentaux pour la bouteille de Klein
Comme pour le tore on peut représenter la bouteille de Klein dans le plan
omplexe (g 2.3) et on a le hoix entre deux polygones. Pour le premier, de
tés 1 et iτ2, les tés vertiaux sont identiés omme dans le as du tore,
mais les tés horizontaux ont des orientations opposées. Cette représenta-
tion dérit la propagation dans une boule d'une orde fermée qui subit une
inversion de son orientation, τ2 étant le temps propre sur la surfae d'univers.
Le deuxième polygone est obtenu en divisant par deux le té horizontal et
en doublant le té vertial. On obtient alors un tube terminé par deux ross-
aps et le temps s'éoule "horizontalement", ette représentation dérivant la
propagation d'une orde fermée à l'ordre des arbres entre deux rossaps(g
2.2). Ces deux hoix de temps propre sont reliées par une transformation S.
La bouteille de Klein est obtenue à partir du tore de double reouvrement,
ave paramètre de Teihmüller 2iτ2, par l'involution z → 1− z¯ + iτ2.
Pour dérire le spetre des ordes fermées non-orientées il faut insérer dans
la fontion de partition le projeteur
1+Ω
2
. Cei revient à diviser par deux la
ontribution du tore et à rajouter l'amplitude provenant de la bouteille de
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Klein :
Γ =
∫
d2τ
τ 22
1
τ 122
tr
1 + Ω
2
qN−1 q¯N¯−1 =
1
2
T +K, (2.20)
où :
K = 1
2
∫
d2τ
τ 22
1
τ 122
tr
(
qN−1 q¯N¯−1Ω
)
. (2.21)
En utilisant le fait que Ω | L,R >=| R,L > on obtient :
tr
(
qN−1 q¯N¯−1Ω
)
=
∑
L,R
< L,R | qN−1 q¯N¯−1Ω | L,R >=
=
∑
L,R
<L,R | qN−1q¯N¯−1 |R,L>=
∑
L
<L,L| (qq¯)N−1 |L, L> .(2.22)
Le alul de la trae est ensuite analogue à elui eetué dans le as du
tore et la résultat est :
K = 1
2
∫ ∞
0
dτ2
τ 142
1
η24(2iτ2)
. (2.23)
Cei représente l'amplitude de la bouteille de Klein dans la anal diret
(ou à une boule) et elle dépend du temps propre "vertial" τ2. L'amplitude
dans le anal transverse ( ou à l'ordre des arbres) est obtenue par une trans-
formation S et elle dépend du temps propre "horizontal" τ˜ = −1/τKlein =
−1/(2iτ2) = il :
K˜ = 2
13
2
∫ ∞
0
dl
1
η24(il)
. (2.24)
Il est intéressant de regarder le développement en puissanes de q des
intégrands de T et K, en faisant attention à ne garder pour le tore que
les termes ave puissanes égales de q et q¯ qui respetent la ondition de
raordement des niveaux :
1
2
T → 1
2
((qq¯)−1 + (24)2 + ...),
K → 1
2
((qq¯)−1 + (24) + ...). (2.25)
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On voit don que la ombinaison
1
2
T +K reproduit bien le spetre projeté,
en partiulier au niveau non-massif on retouve 24(24+1)/2 degrés de liberté
et le tahyon est toujours présent.
L'amplitude de la bouteille de Klein n'est pas protegée par l'invariane
modulaire, omme le tore, et elle présente dans le anal diret une divergene
ultraviolete, τ2 → 0, qui, dans le anal transverse, devient une divergene
infrarouge, l → ∞. Il est plus simple d'examiner ette divergene dans le
anal transverse. Un état de masseM ayant une ontribution proportionnelle
à : ∫ ∞
0
dl e−M
2l =
1
M2
, (2.26)
on peut voir que la divergene provient des états de masse nule ave impulsion
nulle. Dans le as des ordes fermées bosoniques il s'agit du dilaton. Comme
on va le voir dans la suite, l'introdution d'un seteur des ordes ouvertes
dans la théorie permet d'éliminer la divergene.
2.2.2 Cordes ouvertes - fateur de Chan-Paton - annu-
lation des tadpoles
Les ordes ouvertes admettent une généralisation grâe au fait qu'elles
possèdent deux points spéiaux, leurs bouts. On peut attaher à haque bout
une harge, nommée harge de Chan-Paton[23℄. Ces nouveaux degrés de lib-
erté ne sont pas dynamiques, mais permettent l'introdution des groupes de
jauge non-abeliens en théorie des ordes[20℄.
Une orde ouverte qui eetue une boule dérit un anneau. Comme pour
le tore et la bouteille de Klein l'anneau peut être représenté dans le plan
omplex par un polygone(g 2.4) et il y a deux hoix pour e polygone.
Pour la première, de tés 1 et iτ2, les tés horizontaux sont identiés et
les tés vertiaux orrespondent aux deux frontières. τ2 est le temps propre
pour une orde ouverte qui se propage dans une boule. Dans la deuxième
représentation le temps s'éoule horizontalement et 'est une orde fermée qui
se propage entre deux frontières(g 2.2). Ces deux représentations sont reliées
par une transformation S. L'anneau peut être obtenu à partir de son tore de
double reouvrement de paramètre de Teihmüller iτ2/2 par les involutions :
z → −z¯ et z → 2− z¯.
Calulons l'amplitude de l'anneau pour la orde bosonique. On assoie une
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Fig. 2.4  Les polygones fondamentaux pour l'anneau
multipliité N à haque bout de la orde ouverte. En utilisant l'expression
de l'opérateur de masse : M2 = 1
α′
(N − 1) dans la formule (2.4) on obtient :
A = N
2
2
∫ ∞
0
dτ2
τ 142
tr(q
1
2
(N−1)) =
N2
2
∫ ∞
0
dτ2
τ 142
1
η24(iτ2/2)
. (2.27)
L'amplitude dans le anal transverse est obtenue par la transformation S
à partir de (2.27) et dépend du paramètre τ˜ = −1/τ = 2/(iτ2) = il :
A˜ = N
22−13
2
∫ ∞
0
dl
1
η24(il)
. (2.28)
Dans le hapitre préedant nous avons introduit la notion de Dp-brane.
Deux Dp-branes interagissent en éhangeant des ordes fermées omme dans
la gure 2.5. L'amplitude est un anneau et peut être vue également omme
la propagation à une boule d'une orde ouverte tendue entre les Dp-branes.
Elle est donné par une expression de la forme (2.27). Si on réérit l'amplitude
(2.27) en reintroduisant tous les fateurs initiaux,
A = N
2V26
2(4π2α′)13
∫ ∞
0
dτ2
τ 142
1
η24(iτ2/2)
, (2.29)
54
Fig. 2.5  Deux Dp - branes interagissant par l'éhange d'une orde fermée.
alors l'interation de deux Dp-branes s'obtient en remplaçant le nombre de
dimensions 26 ave p + 1 et en rajoutant un terme de masse additionnel lié
à la tension de la orde ouverte tendue entre les deux Dp-branes[54℄ :
A = Vp+1
(4π2α′)(p+1)/2
∫ ∞
0
dτ2
τ
(p+1)/2+1
2
e
−τ2Y ·Y
4piα′
1
η24(iτ2/2)
, (2.30)
où Y m = xm1 − xm2 est la séparation des branes et le fateur de Chan-Paton
N2 est devenu 2, ar il y a deux orientations possibles de la orde ouverte.
Une orde ouverte qui eetue une boule et qui subit une inversion d'ori-
entation dérit une bande de Möbius. Dans le polygone de la gure 2.6 de
tés 1 et iτ2 les tés horizontaux sont identiés, mais ave des orientations
opposées et les tés vertiaux dérivent deux portions de la même frontière.
τ2 est le temps propre qui s'éoule lorsqu'une orde ouverte parourt la bande
de Möbius. On peut également hosir un temps "horizontal", dans e as la
bande de Möbius est représentée omme un tube terminé par un rossap
et une frontière et 'est une orde fermée qui se propage. Le paramètre de
Teihmüller pour le tore de double reouvrement est τ = 1/2 + iτ2/2 et on
obtient la bande de Möbius par l'involution : z → 1− z¯+ iτ2. Le anal diret
et la anal transverse sont reliés dans le as de la bande de Möbius par la
transformation P = TST 2S :
P :
1
2
+
iτ2
2
S−→ − 2
1 + iτ2
T−→ −1 + iτ2
1 + iτ2
T−→ 2iτ2
1 + iτ2
S−→ −1 + iτ2
2iτ2
T−→ 1
2
+
i
2τ2
.
(2.31)
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Fig. 2.6  Les polygones fondamentaux pour la bande de Möbius
L'amplitude sur la bouteille de Möbius est donnée par :
M = N
2
∫ ∞
0
dτ2
τ 142
tr(Ωq
1
2
(N−1)) =
ǫN
2
∫ ∞
0
dτ2
τ 142
1
ηˆ24(iτ2/2 + 1/2)
, (2.32)
ave ηˆ(1/2 + τ) = q1/24
∏∞
n=1(1 − (−1)nqn). Le 1/2 dans l'argument de la
fontion ηˆ est une onséquene de la rélation : ΩαµnΩ
−1 = (−1)nαµn et ǫ = ±1
est un signe qui provient de l'ation de Ω sur les fateurs de Chan-Paton.
Si on désigne par |ψ, ij > un état de la orde ouverte, ave ψ l'état des
hamps de la surfae d'univers et i et j les fateurs de Chan-Paton assoiés
aux extrémités gauhe et droite, l'ation de Ω sur |ψ, ij > s'érit[21℄ :
Ω : |ψ, ij >→ (γΩ)ii′ |ψ, j′i′ > (γ−1Ω )j′j . (2.33)
En agissant deux fois ave Ω :
Ω2 : |ψ, ij >→ (γΩ(γTΩ)−1)ii′ |ψ, j′i′ > (γTΩγ−1Ω )j′j. (2.34)
et en imposant Ω2 = 1 il résulte que : γTΩ = ±γΩ. Si γΩ est symétrique on
peut hoisir une base telle que γΩ = I. Dans le as où γΩ est antisymétrique
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on peut hoisir une base telle que :
γΩ =
(
0 iI
−iI 0
)
. (2.35)
Le signe ǫ de l'amplitude de la bande de Möbius est donné par le fateur
Tr(γΩγ
−1
Ω ) qui provient de l'ation (2.33) de Ω sur les fateurs de Chan-
Paton.
La transformation P permet d'obtenir l'amplitude de la bande de Möbius
dans le anal transverse :
M˜ = 2 · ǫN
2
∫ ∞
0
dl
1
ηˆ24(il + 1/2)
, (2.36)
ave l = 1/(2τ2). Le fateur 2 reète la possibilité d'interpreter M˜ omme la
propagation d'une orde fermée d'une frontière à un rossap ou d'un rossap
à une frontière. Cei montre que M˜ peut être aussi alulé diretement à
partir de K˜ et A˜ omme leur moyenne géométrique.
Le développment en puissane de
√
q de A+M :
A → N
2
2
((
√
q)−1 + (24) + ...),
M→ ǫN
2
((
√
q)−1 − (24) + ...), (2.37)
montre que pour ǫ = 1 au niveau de masse nulle il y a N(N − 1)/2 veteurs
e qui orrespond à un groupe de jauge orthogonal. Le as ǫ = −1 onduit à
un groupe de jauge sympletique.
L'anneau et la bande de Möbius présent aussi une divergene qui provient
dans la anal transverse de la propagation des états de masse nulle ave un
impulsion zéro. Les termes divergents de K, A et M ont une ontribution
proportionnelle à
1
:
K +A+M∼ 1
2
(213 + 2−13N2 − 2ǫN) = 2
−13
2
(N − ǫ213)2, (2.38)
qui s'annule pour N = 213 = 8192 et ǫ = 1. Le groupe de jauge de Chan-
Paton est don SO(8192)[19℄. La ondition que la somme des divergenes
1
La ontribution de la bande de Möbius omporte un signe "-" ar l'état de masse nulle
apparaît ave un signe "-" dans le développement (2.37).
57
(2.38) s'annule s'appelle une ondition de tadpole, ar les divergenes appa-
raissent à partir des fontions à un point pour le dilaton devant une frontière
ou un rossap. A noter que la divergene infrarouge due à la propagation du
dilaton dans le anal transverse pour l →∞ ne reète pas une inonsistane
de la théorie, mais simplement le fait que le vide a été mal déni. Cei ne sera
pas le as pour d'autres états qui apparaissent, par exemple, dans les modèles
supersymétriques et dans es as la ondition d'annulation des tadpoles sera
obligatoire pour la onsistene de la théorie, e qui justiera l'introdution
d'un seteur des ordes ouvertes.
2.2.3 Amplitudes du vide pour les ordes supersymétriques
Pour aluler les amplitudes du vide pour la orde fermionique nous avons
besoin de nous rappeler que dans e as la dimension ritique vaut D = 10
et que le spetre ontient deux seteurs, le seteur de Neveu-Shwarz (NS)
et le seteur de Ramond(R) et l'opérateur de masse est donné par :
M2 =
2
α′
(N + N¯ − 2a), (2.39)
où N = N (b) + N (f) englobe les ontributions des fermions et des bosons
et a vaut 1/2 dans le seteur NS et 0 dans le seteur R. Dans les setions
préédentes nous avons déjà alulé la ontribution des bosons. Pour les os-
illateurs fermioniques on obtient :
tr(q
∑
r rb
i
−rbr,i) =
8∏
i=1
∏
r
tr(qrb
i
−rbr,i) =
∏
r
(1 + qr)8, (2.40)
où r est un entier allant de 1 à ∞ pour le seteur R et un demi-entier dans
le seteur NS et où nous avons tenu ompte du prinipe de Pauli.
En mettant ensemble les ontributions des bosons et des fermions on
obtient pour le seteur NS :
trNS(q
N−1/2) =
∏∞
r=1/2(1 + q
r)8
q1/2
∏∞
m=1(1− qm)8
=
∏∞
m=1(1 + q
m−1/2)8
q1/2
∏∞
m=1(1− qm)8
(2.41)
et pour le seteur R :
trR(q
N) = 16
∏∞
m=1(1 + q
m)8∏∞
m=1(1− qm)8
, (2.42)
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où le oeient 16 reète la dégénéresene de l'état fondamental dans le
seteur R.
Dans la suite on va s'intéresser aux amplitudes du vide pour la théorie
IIB. Il faut don inlure dans la trae la pojetion GSO :
trNS
(
1− (−1)FNS
2
qN−1/2
)
=
∏∞
m=1(1 + q
m−1/2)8 −∏∞m=1(1− qm−1/2)8
2q1/2
∏∞
m=1(1− qm)8
,
(2.43)
trR
(
1 + Γ9(−1)FR
2
qN
)
=
16
2
∏∞
m=1(1 + q
m)8∏∞
m=1(1− qm)8
, (2.44)
où FNS,R sont les opérateurs nombre fermionique sur la surfae d'univers et
l'insertion de (−1)FNS,R hange le signe des ontributions ave un nombre
impair d'osillateurs fermioniques et Γ9 est l'opérateur de hiralité dans les
dimensions transverses.
L'amplitude résultante s'érit de manière ompate en utilisant les fon-
tions de Jaobi, dénies par :
θ
[
α
β
]
(z |τ) =
∑
n
q
1
2
(n+α)2e2πi(n+α)(z+β) = (2.45)
= e2πiα(z+β)q
α2
2
∞∏
n=1
(1− qn)(1 + qn+α−1/2e2πi(z+β))(1 + qn−α−1/2e−2πi(z+β)).
Sous les transformations modulaires les fontions θ se transforment de la
manière suivante :
T : θ
[
α
β
]
(z |τ + 1) = e−iπα(α−1)θ
[
α
β + α− 1/2
]
(z |τ),
S : θ
[
α
β
]
(z |−1
τ
) = (−iτ)1/2e2πiαβ+iπz2/τθ
[
β
−α
]
(z |τ). (2.46)
En notant que
2
:
2
A noter également le fait que θ
[
1/2
1/2
]
(0 |τ) = 0.
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θ4
[
1/2
0
]
(0 |τ)
η12(τ)
=
θ42(0 |τ)
η12(τ)
= 16
∏∞
m=1(1 + q
m)8∏∞
m=1(1− qm)8
,
θ4
[
0
0
]
(0 |τ)
η12(τ)
=
θ43(0 |τ)
η12(τ)
=
∏∞
m=1(1 + q
m−1/2)8
q1/2
∏∞
m=1(1− qm)8
,
θ4
[
0
1/2
]
(0 |τ)
η12(τ)
=
θ44(0 |τ)
η12(τ)
=
∏∞
m=1(1 + q
m−1/2)8
q1/2
∏∞
m=1(1− qm)8
,
(2.47)
on peut voir que l'amplitude du tore pour la théorie IIB s'érit :
T =
∫
d2τ
τ 62
∣∣∣∣θ43(0 |τ)− θ44(0 |τ)− θ42(0 |τ)2η12(τ)
∣∣∣∣2 . (2.48)
On peut failement vérier à l'aide des transformations (2.46) que (2.48)
est invariante modulaire. Également la fameuse aequatio identia satis ab-
strusa de Jaobi :
θ43 − θ44 − θ42 = 0, (2.49)
montre que l'amplitude (2.48) est nulle, e qu'il fallait attendre puisque la
théorie IIB est supersymétrique et ontient, don, un nombre égal de degrés
de liberté fermioniques et bosoniques.
L'amplitude (2.48) peut s'érire de manière enore plus ompate en util-
isant les aratères du groupe so(8) :
O8 =
θ43 + θ
4
4
2η4
, V8 =
θ43 − θ44
2η4
,
S8 =
θ42 + θ
4
1
2η4
, C8 =
θ42 − θ41
2η4
. (2.50)
V8 repésente la trae sur les états du seteur NS qui subsitent après la
projetion GSO (2.43) et O8 représente la trae sur toutes les autres états :
O8 = trNS
(
1 + (−1)FNS
2
qN−1/2
)
. (2.51)
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Si on développe O8 et V8 en puissanes de q :
O8 = q
−1/6(1 + 28q + ...),
V8 = q
−1/6(8q1/2 + 64q3/2 + ...), (2.52)
et si l'on tient ompte de l'énergie du point zéro pour les bosons de la surfae
d'univers, (q−1/(24))8 = q−1/3, on voit que le développement de O8 ommene
par q−1/2, e qui orrespond à un salaire de masse M2 = −1/α′, le tahyon
de la orde ouverte, et que V8 ommene ave un état non-massif ave 8
degrés de liberté, qui est le veteur de la orde ouverte fermionique dans le
seteur NS après la projetion GSO.
Les aratères S8 et C8 dérivent haun une des deux parties du spetre
du seteur R : Γ = 1 et Γ = −1, ave Γ = Γ9(−1)FR .
En général pour une algèbre so(2n) les arathéres sont dénis par :
O2n =
θn3 + θ
n
4
2ηn
, V2n =
θn3 − θn4
2ηn
,
S2n =
θn2 + i
−nθn1
2ηn
, C2n =
θn2 − i−nθn1
2ηn
. (2.53)
Les trasformations modulaires pour le veteur

O2n
V2n
S2n
C2n
 sont données par
les matries :
S =
1
2

1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 i−n −i−n
1 −1 −i−n i−n
 , (2.54)
T = e−inπ/12 diag(1,−1, einπ/4, einπ/4), (2.55)
P =

c s 0 0
s −c 0 0
0 0 ζc iζs
0 0 iζs ζc
 , (2.56)
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où c = os(nπ/4), s = sin(nπ/4), ζ = e−inπ/4 et la transformation P
agit sur les aratéres χˆi = e
−iπ(hi−c/24)χi, où hi sont les poids onformes
{hO, hV , hS, hC} = {0, 1/2, n/8, n/8}.
Les amplitudes du vide pour les superordes s'expriment en fontion des
aratéres so(8) divisés par η8(τ) et les matries des transformations modu-
laires T et P prennent une forme très simple pour les ombinaisons :
O8
η8
,
V8
η8
,
S8
η8
,
C8
η8
, (2.57)
T = diag(−1, 1, 1, 1), P = diag(−1, 1, 1, 1). (2.58)
Ave les aratéres so(8) l'amplitude du tore pour la théorie IIB s'érit :
T =
∫
F
d2τ
τ 22
1
τ 42 |η |16
|V8 − S8 |2 (2.59)
et on peut failement vérier qu'elle est bien invariante sous les transforma-
tions modulaires. Dans la suite on va laisser impliites dans les expression
l'intégration et la ontributions des bosons de la surfae d'univers, don :
TIIB =|V8 − S8 |2 . (2.60)
Pour la théorie IIA l'amplitude du tore s'érit :
TIIA = (V¯8 − S¯8)(V8 − C8). (2.61)
A partir des aratéres so(8) on peut onstruire enore deux amplitudes,
invariantes sous les transformations modulaires, qui orrespondent aux deux
théories nonsupersymétriques 0A et 0B[22℄ :
T0A =|O8 |2 + |V8 |2 +S¯8C8 + C¯8S8,
T0B =|O8 |2 + |V8 |2 + |S8 |2 + |C8 |2 . (2.62)
A noter que les théories 0A et 0B ne ontiennent pas des fermions d'espae-
temps et que le tahyon est présent dans le spetre. La projetion GSO pour
la théorie 0B est donnée par (1 + (−1)FL+FR)/2 dans les seteurs NS et R,
alors que pour la théorie 0A la projetion est (1 + (−1)F (NS)L +F (NS)R )/2 dans
le seteur NS et (1− (−1)F (R)L +F (R)R )/2 dans le seteur R.
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Rapellons qu'il existe en 10 dimensions deux autres théories supersymétriques,
la orde hétérotique SO(32) et la orde hétérotique E8×E8. Leurs fontions
de partitions sont données par :
TSO(32) = (V8 − S8)(O¯32 + S¯32) =
= (V8 − S8)(O¯216 + V¯ 216 + S¯216 + C¯216) (2.63)
TE8×E8 = (V8 − S8)(O¯16 + S¯16)(O¯16 + S¯16) (2.64)
Les aratères so(32) et so(16) dérivent les degrés de liberté internes.
2.2.4 La théorie de type I
Dans ette sétion on va disuter l'orientifold de la théorie IIB. Les am-
plitudes de la bouteille de Klein, de l'anneau et de la bande de Möbius dans
le anal diret sont obtenues de façon similaire que pour la orde bosonique :
K = 1
2
∫ ∞
0
dτ2
τ 62
(V8 − S8)(2iτ2)
η8(2iτ2)
,
A = N
2
2
∫ ∞
0
dτ2
τ 62
(V8 − S8)(12 iτ2)
η8(1
2
iτ2)
,
M = ǫN
2
∫ ∞
0
dτ2
τ 62
(Vˆ8 − Sˆ8)(12iτ2 + 12)
η8(1
2
iτ2 +
1
2
)
(2.65)
La bouteille de Klein symétrise le seteur NS-NS en éliminant au niveau
de masse nulle le tenseur antisymétrique, Bµν et en gardant le graviton et
le dilaton. Le seteur R-R est antisymétrisé, e qui élimine la 0-forme et la
4-forme et garde la 2-forme. Comme l'amplitude du tore doit être multipliée
ave 1/2, la moitié des états des seteurs NS-R et R-NS subsistent : un
gravitino et un dilatino(au niveau de masse nulle). Le spetre résultant est
supersymétrique ave N = (1, 0). Les amplitudes dans les anaux transverses
sont obtenues par les transformations S et P :
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K˜ = 2
5
2
∫ ∞
0
dl
(V8 − S8)(il)
η8(il)
,
A˜ = 2
−5N2
2
∫ ∞
0
dl
(V8 − S8)(il)
η8(il
,
M˜ = 2ǫN
2
∫ ∞
0
dl
(Vˆ8 − Sˆ8)(il + 12)
η8(il + 1
2
)
(2.66)
et la ondition d'annulation des tadpoles,
25
2
+
2−5N2
2
+ 2
ǫN
2
=
2−5
2
(N + 32ǫ)2 = 0, (2.67)
implique N = 32 et ǫ = −1 e qui orrespond au groupe SO(32). A noter que
la ondition (2.67) s'applique autant au dilaton qu'au seteur R-R. L'ampli-
tude du ylindre A˜ dérit l'interation entre deux D9-branes, selon la formule
(2.30). De la même manière l'amplitude de la bouteille de Klein K˜ dérit
l'interation entre deux objets non-dynamiques, des orientifolds O9. Les ori-
entifolds ou Op - planes sont des hyperplanes ave p dimensions spatiales
qui sont invariantes sous la transformation Ω. Comme les Dp - branes, les
Op - planes ouplent à une p + 1 forme et ils possèdent une tension et une
harge, à la diérene que leur tension peut être négative. Les orientifolds ne
ontiennent pas de la matière. Il y a plusieurs types d'orientifolds :
tension harge
O+ - -
O+ - +
O− + +
O− + -
La théorie de type I ontient des orientifolds O9+ et la ondition d'an-
nulation des tadpoles traduit la ompensation de la harge et de la tension
entre les O9+ - planes et le D9 - branes. Les onditions d'annulation des
tadpoles NS-NS et R-R sont très diérentes. Comme nous l'avons expliqué
dans le as de la orde bosonique, un tadpole NS-NS non nul indique que
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le vide de la théorie doit être redéni. En revanhe la loi de Gauss interdit
l'existene d'une harge non nulle dans un espae ompat. Cei laisse une
deuxième possibilité [24℄ pour onstruire une théorie onsistante, mais ave
un tadpole résiduel pour le dilaton. Dans e deuxième modèle l'amplitude de
la bande de Möbius vaut :
M = N
2
(Vˆ8 + Sˆ8),
M˜ = N(Vˆ8 + Sˆ8) (2.68)
La ondition d'annulation des tadpoles de R est toujours satisfaite pour
N = 32, en revanhe le tadpole du dilaton est non nul. Les orientifolds dans
e modèle sont des O9− -planes. La présene simultanée des D-branes et
antiorientifolds brise la supersymétrie. La formule de l'amplitude de l'anneau
dans le anal diret (2.65) et l'équation (2.68) montrent qu'au niveau de
masse nulle il y a N(N+1)/2 veteurs e qui orrespond au groupe USp(32).
Les fermions de masse nulle sont en nombre de N(N−1)/2, la supersymétrie
est, don, brisée.
2.3 Compatiation toroidale
Dans la setion (1.4) nous avons disuté la ompatiation d'une oor-
donnée sur un erle. A présent nous allons exposer la manière dont ette
ompatiation se traduit dans les amplitudes du vide à une boule. Nous
rappelons que les impulsions gauhe et droite pour la oordonnée ompate
sont données par :
pL,R =
m
R
± nR
α′
(2.69)
et que les opérateurs de Virasoro s'érivent :
L0 =
α′p2L
4
+
∞∑
n=1
α−nαn,
L¯0 =
α′p2R
4
+
∞∑
n=1
α¯−nα¯n (2.70)
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Dans le alul des amplitudes l'integrale sur l'impulsion est remplaée par
une somme disrete :
1√
τ2η(τ)η(τ¯)
→
∑
m,n
q
α′p2L
4 q¯
α′p2R
4
η(τ)η(τ¯)
(2.71)
Par exemple la fontion de partition pour la théorie IIB devient :
T =| V8 − S8 |2
∑
m,n
q
α′p2L
4 q¯
α′p2R
4
η(τ)η(τ¯)
(2.72)
Pour la bouteille de Klein la projetion Ω ne permet que la propagation
des états ave pL = pR ou autrement n = 0. Par onséquent l'amplitude de
la bouteille de Klein devient :
K = 1
2
(V8 − S8)(2iτ2)
∑
m
qα
′m2/4R2
η(2iτ2)
, (2.73)
ave q = e−4πτ2 . Pour obtenir l'amplitude dans le anal transverse on utilise
la formule de resommation de Poisson :∑
n∈Z
e−πan
2+2πibn = a−1/2
∑
m∈Z
e−
pi(m−b)2
a . (2.74)
Dans la anal transverse ne se propagent que les états ave m = 0 et nombre
d'enroulement pair :
K˜ = 2
5
2
R√
α′
(V8 − S8)(il)
∑
n
q(2n)
2R2/4α′
η(il)
, (2.75)
ave q = e−2πl.
Le tadpole de R-R pour n = 0 impose l'introdution d'un seteur des
ordes ouvertes. Les ordes ouvertes ave onditions aux bords de Neumann
ne possèdent pas de nombre d'enroulement. Les amplitudes de l'anneau et
de la bande de Möbius s'érivent :
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A = N
2
2
(V8 − S8)( iτ2
2
)
∑
m
qα
′m2/2R2
η(iτ2/2)
,
M = −N
2
(Vˆ8 − Sˆ8)( iτ2
2
+
1
2
)
∑
m
qα
′m2/2R2
ηˆ(iτ2/2 + 1/2)
, (2.76)
ave q = e−2πτ2 . Dans le anal transverse de l'anneau se propagent que les
états ave m = 0, alors dans le anal transverse de la bande de Möbius se
propagent les états ave m = 0 et nombre d'enroulement pair :
A˜ = 2
−5N2
2
R√
α′
(V8 − S8)(il)
∑
n
qn
2R2/4α′
η(il)
,
M˜ = −2N
2
R√
α′
(Vˆ8 − Sˆ8)(il + 1/2)
∑
n
q(2n)
2R2/4α′
η(il + 1/2)
, (2.77)
2.4 Orbifolds
Les orbifolds [26℄ [29℄sont des modèles qui présentent des spetres in-
téressantes pour la phénomènologie. Des alternatives phénomènologiques des
orbifolds sont les ompatiations sur les variétés de Calabi Yau[27℄ et les
onstrutions des ordes fermioniques en quatre dimensions[28℄.
Du point de vue gómétrique l'orbifold [25℄ généralise la notion de variété
en permettant qu'un ensemble disret des points, qui sont les points xes,
de la variété soient singuliers. Les points xes de l'ation G : M → M d'un
groupe disret G sur une variété M sont les points x ∈ M pour lesquels
gx = x, ∀g ∈ G(g 6= identité). L'orbifold est déni omme l'espae quotient
M/G onstruit par l'identiation des points de la variété M par la relation
d'équivalene x ∼ gx, ∀g ∈ G.
Exemple. Le erle M = S1 paramétrisé par x ≡ x + 2πr ave l'ation
du groupe G = Z2 : S
1 → S1 qui agit omme g : x → −x réent l'orbifold
S1/Z2 qui est le segment [0, πr] ave les points xes x = 0 et x = πr.
En théorie des ordes la notion d'orbifold orrespond à une théorie in-
variante modulaire obtenue en jaugeant une symétrie G dans une théorie
invariante modulaire T , où G est une symétrie disrète de la théorie initiale.
Pour onstruire l'orbifold T/G il faut d'abord projeter l'espae de Hilbert de
la théorie T dans le sous-espae invariant sous G. Ensuite puisque les points
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x et gx sont éhivalents il faut onsidérer les états où la orde ferme modulo
une transformation de G : Xµ(σ + 2π) = gXµ(σ). Ces nouveaux états s'ap-
pellent des états twistés et sont onnés aux points xes. Le seteur des états
twistés doit être à son tour projeté dans le sous-espae invariant sous l'ation
de G. L'existene du seteur twisté, ainsi que la néessité de le projeter dans
le sous-espae invariant sous l'ation de G sont imposées par l'invariane
modulaire.
Du point de vue de l'amplitude sur le tore la projetion du spetre un-
twisté revient à onsidérer des états ave une périodiité modulo une transfor-
mation de G dans la diretion du type "temps" : X(z + τ) = gX(z), X(z +
1) = X(z). Mais omme la transformation S éhange les deux yles du
tore, il faut également ajouter des états ave une périodiité : X(z + τ) =
X(z), X(z + 1) = gX(z). Cei sont les états twistés. Sous une transfor-
mation T le seteur twisté se transforme dans un seteur ave X(z + τ) =
gX(z), X(z + 1) = gX(z), qui représente la projetion dans les états invari-
ants sous G.
Dans la suite on va déduire la fontion de partition de l'orbifold S1/Z2
pour la orde bosonique :
T =
∫
F
d2τ
τ 22
1
τ 122
trUntw+Tw
(1 + g)
2
qN−1q¯N¯−1, (2.78)
où g est le générateur du groupe Z2, g
2 = 1 et la trae porte sur les seteurs
untwisté et twisté. Le premier terme orrespond à l'amplitude du tore de la
théorie initiale divisée par 2. Ce terme est invariant modulaire. Le deuxième
terme est la trae sur le seteur untwisté ave l'ation de g. La ontribution à
e terme d'un boson omplexe pour un élement e2πiβ d'un groupe générique
est donné par :
tr(e2πiβqN−1/12) = q−1/12
∏
n
1
1− qne2πiβ
1
1− qne−2πiβ =
=
η
θ
[
1/2
1/2 + β
]
(0 |τ)
2sin(πβ) (2.79)
Pour le groupe Z2 on a β = 1/2. En prenant en ompte aussi les modes de
droite on obteint la ontribution totale pour un boson omplexe
∣∣∣2ηθ2 ∣∣∣2. Dans
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notre as une seule oordonnée bosonique est aetée par l'opération Z2 et
la ontribution du seteur untwisté à la fontion de partition s'érit :
T = 1
2
∑
m,n
q
α′p2L
4 q¯
α′p2R
4
η(τ)η(τ¯)
+
1
2
∣∣∣∣2ηθ2
∣∣∣∣ . (2.80)
La transformée S du dernier terme génére la ontribution du seteur
twisté 2 · 1
2
| η
θ 4
|. Ensuite par la transformation T de e terme on obtient la
ontribution trTw
g
2
qN−1q¯N¯−1 = 2 · 1
2
| η
θ3
|. Au nal la fontion de partition
est donnée par :
T = 1
2
∑
m,n
q
α′p2L
4 q¯
α′p2R
4
η(τ)η(τ¯)
+
1
2
∣∣∣∣2ηθ2
∣∣∣∣+ 12
{
2
∣∣∣∣ ηθ4
∣∣∣∣+ 2 ∣∣∣∣ ηθ3
∣∣∣∣} . (2.81)
Le fateur 2 devant les ontributions du seteur twisté représente le nom-
bre de points xes. Les états twistés sont loalisés aux points xes et il y a
autant de seteurs twistés que de points xes.
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Chapitre 3
Brisure de supersymétrie
3.1 Brisure de supersymétrie en théorie des ordes
La brisure de la supersymétrie est un point entral de la phénoménologie
des ordes. Dans les modèles d'orientifolds quatre méanismes de brisure de
supersymétrie sont onnues :
• La supsersymétrie peut être brisée dés le départ. Il s'agit des orientifolds
de la théorie de type 0A et 0B. Ces modèles ontiennent en général
des tahyons, mais la projetion Ω′ = Ω · (−1)fL en 0B, ave (−1)fL le
nombre fermionique de la surfae d'univers, onduit à une théorie sans
tahyons, appelée 0'B[30℄.
• Le méanisme de Sherk-Shwarz, qui onsite à déformer les modes de
Kaluza-Klein ou les modes d'enroulement, brise la supersymétrie à
l'éhelle de la ompatiation[32℄. Ce méanisme sera présenté dans
la suite.
• La supersymétrie peut être brisée à l'éhelle des ordes en utilisant des
ongurations non-BPS de branes et antibranes, ainsi que des orien-
tifolds et anti-orientifolds[33℄. Nous avons déjà vu un exemple ave la
théorie USp(32)[24℄. Ce méanisme s'appelle "brane supersymmetry
breaking".
• Une autre possibilité onsiste à briser la supersymétrie dans le seteur des
ordes ouvertes par l'introdution des hamps magnétiques internes[34℄.
La supersymétrie est brisée à l'éhelle de ompatiation et la T-
dualité relie es modèles à des ongurations ave des branes inlinées
(branes at angles)[35℄.
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3.2 Brisure de supersymétrie par ompatia-
tion à la Sherk-Shwarz
Le méanisme de brisure de supersymétrie de Sherk-Shwarz est une
généralisation de la ompatiation de Kaluza-Klein. Considérons un hamp
salaire Φ en D dimensions. Si une des oordonnées est ompate y ∼ y +
2πR, la périodiité du hamp Φ, Φ(xµ, y) = Φ(xµ, y + 2πR) implique que
l'impulsion dans la diretion y est quantiée, p = n/R, et que la hamp Φ
peut être développé en modes de Fourier :
Φ(xµ, y) =
∑
n∈Z
e
iny
R φn(x
µ). (3.1)
L'équation de Klein Gordon en D dimensions,
∂M∂
MΦ = 0, (3.2)
devient :
∂µ∂
µφn(x
µ) =
n2
R2
φn(x
µ). (3.3)
Le hamp Φ se déompose dans un nombre inni des hamps D-1 dimen-
sionels ave des masses données par m2n = n
2/R2. Cei est le méanisme de
Kaluza-Klein.
Une généralisation possible est de permettre une périodiité des hamps
modulo une transformation M :
Φ(xµ, y + 2πR) = MΦ(xµ, y). (3.4)
Si la transformation M est, par exemple, le nombre fermionique, M =
(−1)F , on obtient une brisure de supersymétrie. En eet, les bosons restent
périodiques, mais les hamps fermioniques satisfont une ondition d'antipéri-
odiité :
Ψ(y + 2πR) = −Ψ(y), (3.5)
qui a omme eet une modiation des modes de Kaluza-Klein :
Ψ(y) =
∑
e
i(n+1/2)y
R Ψn. (3.6)
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La masse des fermions est déalée par rapport à elle des bosons et on
obtient une brisure de supersymétrie.
En théorie des ordes on a également la possibilité de déaler les modes
d'enroulement. Ce deuxième méanisme s'appelle "M-theory breaking" ar il
peut être relié par des dualités à un méanisme Sherk-Shwarz onventionnel
le long de la onzième oordonnée[31℄. Ces modèles présentent le phénomène
de "brane supersymmetry" : les exitations des branes plongées dans un
bulk nonsupersymétrique peuvent être supersymétriques, au premier ordre,
ar les branes sont orthogonales à la diretion de la déformation et la brisure
n'aete pas le seteur de masse zéro des ordes ouvertes.
3.2.1 Sherk-Shwarz parallèle
Le point de départ est l'orbifold de la théorie IIB, ompatiée sur un
erle x9 = x9+2πR, ave le générateur (−1)F δ, ave F = FL+FR le nombre
fermionique de l'espae-temps et δ le shift : x9 → x9 + πR. La fontion de
partition résultante est donnée par :
T = 1
2
[|V8 − S8|2Λm,n + |V8 + S8|2 (−1)mΛm,n]+
+
1
2
[|O8 − C8|2 Λm,n+1/2 + |O8 + C8|2 (−1)mΛm,n+1/2] , (3.7)
ave
Λm+a,n+b =
∑
m,n
q
α′
4 (
(m+a)
R
+
(n+b)R
α′ )
2
q¯
α′
4 (
(m+a)
R
− (n+b)R
α′ )
2
η(q)η(q¯)
=
∑
m,n
Zm+a,n+b. (3.8)
La fontion de partition peut être mise sous la forme :
T = (V8V¯8 + S8S¯8)Λ2m,n + (O8O¯8 + C8C¯8)Λ2m,n+1/2
− (V8S¯8 + S8V¯8)Λ2m+1,n − (O8C¯8 + C8O¯8)Λ2m+1,n+1/2, (3.9)
ave
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Λ2m,n+a =
∑
m,n
1 + (−1)m
2
Zm,n+a, Λ2m+1,n+a =
∑
m,n
1− (−1)m
2
Zm,n+a,
Λm+a,2n =
∑
m,n
1 + (−1)n
2
Zm+a,n, Λm+a,2n+1 =
∑
m,n
1− (−1)n
2
Zm+a,n.
(3.10)
Il est utile d'eetuer la transformation R → R/2 qui permet de mieux
visualiser la onnetion ave le méanisme de Sherk-Shwarz en théorie des
hamps. La fontion de partition se réérit :
T = (V8V¯8 + S8S¯8)Λm,2n + (O8O¯8 + C8C¯8)Λm,2n+1
− (V8S¯8 + S8V¯8)Λm+1/2,2n − (O8C¯8 + C8O¯8)Λm+1/2,2n+1. (3.11)
Dans ette nouvelle base on voit que les fermions ont des modes de Kaluza-
Klein déalés ave 1/2 par rapport aux bosons. Pour R < 2
√
α′ le spetre
des ordes fermées ontient un tahyon. Dans la limite R → ∞ on retrouve
la théorie IIB, tandis que la limite R→ 0 onduit à la théorie 0B.
Dans la bouteille de Klein se propagent les états ave pL = pR ⇔ n = 0 :
K = 1
2
(V8 − S8)Pm, (3.12)
ave Pam+b =
∑
m q
α′(am+b)2
4R2
. La transformation S fournit l'amplitude dans la
anal transverse :
K˜ = 2
5
4
R√
α′
(V8 − S8)W2n, (3.13)
où Wan+b =
∑
n q
(an+b)2R2
α′
.
Le tadpole de R-R impose l'introdution des D - branes. L'amplitude de
l'anneau s'érit :
A˜ = 2
−5N2
4
R√
α′
{(V8 − S8)W2n + (O8 − C8)W2n+1} (3.14)
L'amplitude de la bande de Möbius dans la anal transverse est obtenue
omme la moyenne géométrique de K˜ et A˜ :
M˜ = −N
2
R√
α′
[±(V8 − (−1)nS8)W2n] (3.15)
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L'annulation des tadpoles de R-R impose N = 32.
Les amplitudes des ordes ouvertes sont données par :
A = N
2
4
{
(V8 − S8)(Pm + Pm+1/2) + (V8 + S8)(Pm − Pm+1/2)
}
=
=
N2
2
[V8Pm − S8Pm+1/2],
M = −N
2
[±V8Pm − S8Pm+1/2] (3.16)
Le méanisme de brisure de supersymétrie à la Sherk-Shwarz orrespond
au signe "+" dans M. Le groupe de jauge dans e as est SO(32). Le signe
"-" orrespond au groupe USp(32).
3.2.2 M-theory breaking
On va onsidérer le même modèle que dans la setion préedante, mais
ave un shift antisymétrique δx9L = x
9
L+πR/2, δx
9
R = x
9
R−πR/2. La fontion
de partition est alors donnée par :
T = 1
2
[|V8 − S8|2Λm,n + |V8 + S8|2 (−1)nΛm,n]+
+
1
2
[|O8 − C8|2 Λm+1/2,n + |O8 + C8|2 (−1)nΛm+1/2,n] (3.17)
et devient après le resaling R→ R/2 :
T = (V8V¯8 + S8S¯8)Λ2m,n + (O8O¯8 + C8C¯8)Λ2m+1,n
− (V8S¯8 + S8V¯8)Λ2m,n+1/2 − (O8C¯8 + C8O¯8)Λ2m+1,n+1/2. (3.18)
Pour R > 2
√
α′ le spetre des ordes fermées ontient un tahyon. Dans
la limite R → 0 on retrouve la théorie IIB, tandis que la limite R → ∞
onduit à la théorie 0B.
La projetion Ω impose pL = pR, don seulement les états ave nombre
d'enroulement zéro se propagent dans la bouteille de Klein :
K = 1
2
{(V8 − S8)P2m + (O8 − C8)P2m+1} . (3.19)
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La transformation S permet d'obtenir l'amplitude dans le anal trans-
verse :
K˜ = 2
5
2
R√
α′
{
(V8 − S8)Wn
2
+ (V8 + S8)
(−1)nWn
2
}
=
=
25
2
R√
α′
{V8W2n − S8W2n+1} . (3.20)
Les états de R-R qui se propagent dans le anal transverse sont tous
massifs, il n'y a, don, pas de tadpole de R-R. Le modèle ontient des O9 et
O¯9 planes et leurs harges de R-R se ompensent. Pour que le seteur des
ordes ouvertes n'introduise pas de tadpoles de R-R, il faut qu'il omporte
des D et D¯ branes. On va appeler N le nombre des branes et M le nombre
de antibranes. L'amplitude de l'anneau dans le anal transverse s'érit :
A˜ = 2
−5
2
R√
α′
{
(N2 +M2)(V8 − S8) + 2NM(−1)n(V8 + S8)
}
Wn =
=
2−5
2
R√
α′
{
[N + (−1)nM ]2V8 − [N − (−1)nM ]2S8
}
Wn. (3.21)
Les amplitudes de la bouteille de Klein et de l'anneau dans le anal trans-
verse permettent d'obtenir l'amplitude transverse de Möbius :
M˜ = R√
α′
{±(N + (−1)nM)V8W2n − (N − (−1)nM)S8W2n+1} =
=
R√
α′
(N +M)(±V8W2n + S8W2n+1), (3.22)
qui devient dans le anal diret :
M = (N +M)
2
(±V8Pm + S8(−1)mPm) (3.23)
L'annulation des tadpoles de R-R implique que pour n pairN−(−1)nM =
0, 'est à dire N = M . L'amplitude de l'anneau dans le anal diret :
A = 1
2
{
(N2 +M2)(V8 − S8)Pm + 2NM(O8 − C8)Pm+1/2
}
(3.24)
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montre qu'au niveau de masse nulle, pour le signe "-" dans l'amplitude
(3.23) on a eetivement un spetre supersymétrique ave le groupe de jauge
SO(M) × SO(N). Si on impose également l'annulation des tadpoles de NS
on a :
25
2
+
2−5
2
(N+M)2−(N+M) = 2
5
2
[(N+M)−25]2 = 0 ⇒ N+M = 32, (3.25)
don le groupe de jauge est SO(16)× SO(16).
Une T-dualité sur la oordonnée x9 transforme les modes d'enroulement
en modes de Kaluza-Klein et on retrouve le méanisme de Sherk-Shwarz
habituel. La T-dualité transforme également les D9 - branes et O9 - planes
en D8 et O8 et elle génére une parité Πx9. Les D8 - branes et O8 - planes
sont plaés en x9 = 0, tandis que les D¯8 - branes et O¯8 - planes se trouvent
en x9 = πR. Déformer les modes d'enroulement est, don, équivalent, à la
déformation des modes de Kaluza-Klein dans une oordonnée orthogonale
aux branes.
En [37℄ un modèle ressemblant à été proposé. Ce modèle utilise une par-
ité partiulière sur la surfae d'univers : Ω′ = Ω(−1)fL, ave fL le nombre
fermionique sur la surfae d'univers. Cette projetion a le mérite d'éliminer
le tahyon présent dans le spetre des ordes fermées. Le modèle résultant
interpole entre la théorie de type I supersymétrique et la théorie de type I
ave groupe de jauge USp(32).
La bouteille de Klein dans e modèle vaut :
K =
1
2
{(V8 − S8)P2m − (O8 − C8)P2m+1} .
Le tahyon est antisymétrisé et éliminé du spetre. Dans le anal transverse
l'amplitude de la bouteille de Klein devient :
K˜ =
25
2
[(V8 − S8)Wn − (V8 + S8)(−1)nWn] = 2
5
2
(V8W2n+1 − S8W2n) .(3.26)
Comme on peut le voir sur ette amplitude il n'y a pas de tadpole de NS-
NS, mais il y a un tadpole de R-R. Pour annuler e tadpole il est néessaire
d'introduire des D9-branes. La modèle T-dual onteint des O8+ - planes à
l'origine et des O¯8− - planes en πR. Les D8 - branes sont distribuées entre
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es deux points. Lorsque des D8 - branes sont plaées sur les O¯8− - planes
la supersymétrie est brisée.
Si les branes sont plaées au même point l'amplitude de l'anneau dans le
anal transverse s'érit :
A˜ = 2
−5
2
N2(V8 − S8)Wn . (3.27)
L'amplitude de la bouteille de Möbius est alors donnée par :
M˜ = ±NV8W2n+1 +NS8W2n. (3.28)
Le signe "-" orrespond au as où dans le modèle T-dual les D8 - branes sont
plaées sur les O8 - planes, alors que le signe "+" dérit la onguration ave
les D8 - branes sont situées en πR ave les O¯8−. L'annulation des tadpoles
implique N = 32.
Les amplitudes des ordes ouvertes :
A = N
2
2
(V8 − S8)Pm,
M = ±N
2
V8(−1)mPm + N
2
S8Pm, (3.29)
determinent le groupe de jauge qui est SO(32) pour le signe "-" et USp(32)
pour le signe "+". Si N branes sont plaées à l'origine et 32 − N en πR le
groupe de jauge est SO(N)× USp(32−N).
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Chapitre 4
Introdution à la osmologie
4.1 Le modèle du Big Bang
La osmologie est basée sur l'hypothèse que, dans une première approxi-
mation, l'univers est isotrope et homogène dans les oordonnées spatiales
1
.
Cela veut dire que l'univers peut être "oupé" en tranhes t = onst. qui
sont des hypersurfaes du genre temps isotropes et homogènes. La métrique
de l'espae-temps peut don s'érire :
ds2 = −dt2 + gij(t, xk)dxidxj , (4.1)
où gij est une métrique ave symétrie maximale pour t xé. Les métriques
ave symétrie maximale sont les métriques ave symétrie sphérique et de
ourbure onstante. Cei onduit aux solutions :
ds2 = −dt2 + a2(t)
[
dr2
1− κr2 + r
2(dθ2 + sin2θdφ2)
]
, (4.2)
dites métriques de Robertson-Walker, ave κ = −1, 0, 1 selon la ourbure des
hypersurfaes spatiales. Le as ave ourbure négative, κ = −1, orrespond
à l'espae hyperbolique, dit également ouvert, ar son volume est inni. Le
as κ = 0 orrespond à l'espae eulidien, appellé espae plat. L'espae ave
ourbure positive est la sphère, qui est un espae fermé.
1
Les observations montrent que l'univers n'est pas statique, don on ne peut pas on-
sidèrer l'homogénéité et l'isotropie dans le temps.
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La matière dans l'univers peut être dérite par un uide parfait dont le
tenseur énergie-impulsion peut être mis sous la forme :
T µν = diag(−ρ(t), p(t), p(t), p(t)), (4.3)
où ρ est la densité d'énergie et p la pression. Les équations d'Einstein s'érivent
alors :
(00) :
(
a˙
a
)2
=
8πGρ
3
− κ
a2
, (4.4)
(ij) :
a¨
a
= −1
2
(
a˙
a
)2
− κ
2a2
− 4πGp. (4.5)
La dernière équation peut être simpliée à l'aide de la première :
a¨
a
= −4πG
3
(ρ+ 3p). (4.6)
Mises sous ette forme es équations s'appellent les équations de Friedmann-
Lemaître. Une onséquene direte est l'equation de ontinuité :
ρ˙+ 3H(ρ+ p) = 0, (4.7)
où H = a˙/a est le paramètre de Hubble qui dérit le taux d'expansion de
l'univers. Sa valeur à l'époque présente est la onstante de Hubble H0, qui
vaut environ 76 km/s/Mp
2
.
Pour determiner l'évolution osmologique il faut ompléter les équations
obtenues jusqu'à maintenant ave une équation d'état, qui pour les uides
parfaits les plus populaires en osmologie prend une forme très simple :
p = w ρ, (4.8)
ave w une onstante indépendante de temps qui vaut, par exemple, 1/3 pour
un gas des partiules relativistes ou pour la radiation életromagnétique et 0
pour la matière non-relativiste
3
.
2
1Mp(Megaparse.)=3 · 1024m
3
Par exemple les étoiles et les galaxies, pour lesquelles la pression est négligeable par
rapport à la densité d'énergie.
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À l'aide de l'équation d'état (4.8) on peut intégrer l'équation de ontinuité
(4.7) pour obtenir :
ρ = ρ0
(
a
a0
)−3(1+w)
, (4.9)
où l'indie 0 indique les quantités évaluées à présent. Pour un univers dom-
iné par la matière la densité d'énergie varie omme ρ ∝ a−3, e qui reète la
déroissane de la densité volumique des partiules dans un univers en ex-
pansion. Dans un univers dominé par la radiation la densité d'énergie varie
plus rapidement, ρ ∝ a−4, à ause de la perte d'énergie par eet Doppler.
Pour κ = 0, l'équation (4.4) permet alors d'obtenir rapidement la dépen-
dane dans le temps du fateur d'éhelle : a˙2 ∝ a−(1+3w) ⇒ a(t) ∝ t2/3, pour
un univers dominé par la matière et a(t) ∝ t1/2, pour un univers dominé par
la radiation.
On peut onsidérer aussi le as d'une onstante osmologique
4
, Λ. Les
équations d'Einstein ave une onstante osmologique s'érivent :
Gµν = 8πGTµν − Λgµν (4.10)
et peuvent être vues omme les équations d'Einstein habituelles, mais ave
un tenseur énergie-impulsion pour le vide de la forme :
T (va)µν = −
Λ
8πG
gµν . (4.11)
Cei a la forme d'un tenseur énergie-impulsion pour un uide parfait ave :
ρ = −p = Λ
8πG
. (4.12)
La onstante osmologique satisfait, don, une équation d'état de la forme
(4.8) ave w = −1. Cei implique que la densité d'énergie, ρ, est indépendante
de a et qu'un univers en expansion qui présente une énergie du vide non nulle
sera, aprés un ertain temps, dominé par l'énergie du vide, ar les densités
d'énergie pour la matière et la radiation déroissent ave l'expansion. Pour
un univers dominé par l'énergie du vide le fateur d'éhelle a une évolution
exponentielle :
a(t) ∝ exp(Ht). (4.13)
4
Ou énergie du vide
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Il est utile d'introduire le paramètre "densité" :
Ω =
8πG
3H2
ρ =
ρ
ρcrit
, (4.14)
ave
ρcrit =
3H2
8πG
, (4.15)
appelée densité ritique. La première équation de Friedmann-Lemaître (4.4)
se réérit alors :
Ω− 1 = κ
H2a2
. (4.16)
La valeur de la ourbure κ est, don, déterminée par la densité d'énergie :
ρ < ρcrit ←→ Ω < 1←→ κ = −1←→ espae hyperbolique
ρ = ρcrit ←→ Ω = 1←→ κ = 0←→ espae plat
ρ > ρcrit ←→ Ω > 1←→ κ = 1←→ sphère (4.17)
Les observations osmologiques donnent les valeurs suivantes pour les
paramètres de densité :
Baryons : Ωb ≃ 0.05,
Matière noire Ωx ≃ 0.25,
Constante osmologique ΩΛ ≃ 0.7,
Photons : Ωγ ≃ 5 · 10−5.
Notre univers est dominé à présent par l'énergie du vide, e qui implique
qu'il aèlére, a¨ > 0. Mais en extrapolant dans le passé on trouve que la
radiation a été dominante à une ertaine époque, ar ργ ∝ a−4 déroît plus
vite que ρ
matière
. À ette époque l'univers déellerait, e qui implique que,
plus on remonte dans le temps, plus l'univers était en expansion de plus en
plus rapide et au moment t = 0 on trouve une singularité. Cette singularité
s'appelle le Big Bang. A l'approhe de ette singularité la relativite générale
ne permet plus une desription valide de la nature, ar les eets de la gravité
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quantique deviennent importantes. La théorie des ordes pourrait orir les
outils neessaires pour omprendre les phénomènes qui se sont déroulés dans
ette région de l'espae-temps.
4.2 Les problèmes du modèle du Big Bang
Le modèle du Big Bang a remporté beauoup des sue s, en partiulier ses
préditions sont en exellent aord ave les observations sur la température
du CMB(osmi mirowave bakground)
5
et le sénario de la nuléosynthèse
est en aord ave les abondanes des élements D,
3
He,
4
He,
7
Li[59℄. Mais en
plus du problème théorique mentionné plus haut, onernant la non validité
du traitement lassique de la gravité dans les régions prohes de la singular-
ité, le modèle osmologique standard éhoue dans l'expliation de plusieurs
problèmes observationnels omme les anisotropies du CMB, la formation des
strutures et l'origine de la matière. Egalement le modèle osmologique stan-
dard est basé sur des hypothèses qu'il ne justie pas, omme l'homogénéité
et l'isotropie de l'univers. Voii un apperçu des prinipaux problèmes laissés
sans réponse par le modèle osmologique standard :
1. Le problème de l'homogénéité et de l'isotropie.
Les observations onrment que l'univers est homogène et isotrope ave
une très bonne préision. Comme les inhomogénéités ont tendane à
s'aentuer dans le temps, à ause de la gravitation, ela veut dire que
dans le passé elles étaient enore plus petites et rien n'explique pourquoi
l'univers était si homogène dans le passé.
2. Le problème de la platitude.
Selon les observations, Ω est très prohe de 1(κ = 0). Dans e as
la première équation de Friedmann implique H ∼ 1/t et a ∼ t 23(1+w) ,
don (aH)−2 ∼ t2− 43(1+w) . Pour la matière non relativiste(w = 0) et la
radiation(w = 1/3) ela implique que (aH)−2 roît dans le temps. En
même temps l'équation (4.16) :
Ω− 1 = κ
H2a2
5
fond dius osmologique
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implique que la valeur de Ω s'éloigne rapidement de 1(sauf si elle est
exatement 1). Le fait que Ω soit si prohe de 1 de nos jours demande
un enorme ajustement n de Ω près de 1 au début de l'univers.
3. Le problème de l'horizon.
Les observations du CMB montrent qu' à l'époque de la dernière diu-
sion (last sattering) l'univers était quasi-homogène. Ce qui pose prob-
lème est le fait que, selon le modèle osmologique standard, toutes les
régions de l'univers n'avait pas eu le temps d'entrer en ontat ausal
jusqu'à ette époque, il n'y a, don, auune raison qu'elles aient, par
exemple, la même température.
4. L'absene des défauts topologiques.
La densité d'énergie dans l'univers primordial était assez élevée pour
produire en abondane des défauts topologiques, prédites par les théories
de grande uniation, omme les monopoles, les murs des domaines
(domain walls) ou les ordes osmiques. Mais es défauts n'ont pas été
observés jusqu'à présent. En fait, la densité prédite est si grande qu'elle
entraînerait le ollapse de l'univers.
5. L'origine des anisotropies du CMB ne trouve pas d'expliation dans la
théorie du Big Bang.
4.3 Ination
Certains des problèmes du modèle du Big Bang trouvent une réponse
dans le sénario de l'ination. L'ination orrespond à une période pendant
laquelle (aH)−2 déroît, 'est à dire que le fateur d'éhelle a roît plus vite
que le rayon de l'horizon H−1. Cei permet de résoudre le problème de la
platitude.
Pendant l'ination l'univers subit une phase d'expansion aélérée et,
d'une ertaine manière, on peut dire que l'expansion est plus rapide que la
vitesse de la lumière. Les objets qui ont été en ontat ausal peuvent être
separés, à ause de l'ination, par des distanes plus grandes que le rayon de
Hubble(plus grandes, don, que leurs horizons respetifs). Cei veut dire que
des objets, qui, après l'ination, semblent ne pas avoir été en ontat ausal,
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ont pu être en ontat avant l'ination, e qui explique pourquoi elles ont les
mêmes propriétés et résout le problème de l'horizon.
Egalement l'expansion très rapide de l'univers pendant l'ination im-
plique une forte dilution des défauts topologiques expliquant le fait qu'ils
n'ont pas été observés. Cei est également le as pour les inhomogénéités, e
qui explique la quasi homogénéité de l'univers.
De la même manière la matière existant dans l'univers primordial serait
diluée par l'ination. La réation de la matière observée aujourd'hui et la ther-
malisation trouvent une expliation dans les méhanismes de réhauement
(reheating) et préhauement (preheating) [38℄. Ces méhanismes doivent
être ontrlés pour ne pas produire à leur tour des défauts topologiques.
L'ination prédit des anisotropies dans le CMB ave les bonnes pro-
priétés(adiabatiques et invariantes d'éhelle[39℄), mais pour obtenir la bonne
amplitude des anisotropies des ajustements ns sont néessaires.
La ondition pour avoir un régime d'ination est donnée par :
d
dt
1
a2H2
=
d
dt
1
a˙2
= −2a¨
a˙3
< 0, (4.18)
'est à dire a¨ > 0 pour un univers en expansion(a˙ > 0), don une expansion
aélérée. L'équation de Friedmann (4.6) :
a¨
a
= −4πG
3
(ρ+ 3p), (4.19)
montre qu'on peut obtenir un tel régime dans un univers qui ontient un uide
parfait ave pression négative. La onstante osmologique peut être alors un
bon andidat, mais un univers dominé par une onstante osmologique sera
dominé dans le futur par une onstante osmologique et ne pourra pas donner
lieu à une époque dominée par la matière ou la radiation. L'univers sera en
expansion exponentielle éternelle.
Le bon andidat s'avère être un hamp salaire, appelé inaton, qui pos-
sède une énergie potentielle :
S =
∫
d4x
√−g
[
1
2
∂µφ∂µφ− V (φ)
]
. (4.20)
Le tenseur énergie impulsion :
Tµν = ∂µφ∂νφ− gµν
(
1
2
∂µφ∂µφ− V (φ)
)
, (4.21)
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dans le as d'un univers et matière homogènes, dérit un uide parfait ave
la densité d'énergie :
ρ =
1
2
φ˙2 + V (φ) (4.22)
et la pression :
p =
1
2
φ˙2 − V (φ). (4.23)
L'équation du mouvement de l'inaton dans un univers FLRW
6
est don-
née par :
φ¨+ 3Hφ˙+ V ′ = 0 (4.24)
et les équations de Friedmann prennent la forme :
H2 =
8πG
3
(
1
2
φ˙2 + V (φ)
)
,
H˙ = −4πGφ˙2, (4.25)
la dernière équation étant redondante. Ce système onduit à une expansion
aélérée dans l'approximation de slow-roll(desente lente), qui onsiste à
négliger l'énergie inétique de l'inaton devant son énergie potentielle :
φ˙2 ≪ V (φ), (4.26)
e qui implique p ∼ −ρ. Une deuxième ondition est : φ¨≪ V ′. Les équations
(4.24) et (4.25) deviennent alors :
H2 ≃ 8πG
3
V,
3Hφ˙+ V ′ = 0. (4.27)
Les onditions de slow-roll sont généralement dérites par les paramètres :
6
Friedmann-Lamaître-Robertson-Walker
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ǫ =
M2P
2
(
V ′
V
)2
≪ 1,
η = M2P
V ′′
V
≪ 1, (4.28)
ave MP = 1/
√
8πG, la masse de Plank quadri-dimensionnelle.
L'expansion pendant l'ination peut se mésurer en nombre de e-foldings :
N = ln
a(tf )
a(ti)
, (4.29)
qui est relié au potentiel de l'inaton par le fait que lna ∼ ∫ Hdt ∼ ∫ Hdφ/φ˙ :
N =
1
M2P
∫
V
V ′
dφ. (4.30)
Pour résoudre, par exemple, le problème de l'ajustement n de Ω, 70 e-
foldings seraient néessaires.
Le premier modèle de type ination a été proposé par Alexei Starobinsky
[40℄, mais la motivation du modèle n'était pas la résolution des problèmes
de la théorie du Big Bang. Alan Guth a proposé en 1981, un modèle plus
simple, qu'on appelle "old ination"[41℄. Dans e modèle l'univers subit une
ination exponentielle dans un état de "faux" vide ave une large densité
d'énergie. Le vrai vide aparraît sous forme de bulles qui entrent en ollision.
Le problème de e sénario est que pour résoudre les diultés du modèle
standard osmologique le taux de réation des bulles doit être plutt faible,
mais dans e as, omme l'espae est en expansion, les bulles ne s'unissent pas.
Un sénario ave plus de hanes de reussite a été proposé par A. Linde[42℄.
Ce modèle, appelé "new ination", demande un potentiel très plat près de
φ = 0, e qui est assez artiiel, et n'arrive pas à expliquer tous les problèmes
du Big Bang. Le modèle de l'ination haotique[43℄ a montré que l'ination
peut être obtenue ave des potentiels de forme très simple. Par exemple ave
un potentiel de la forme :
V = λM4−αP φ
α, (4.31)
si initialement la valeur l'inaton est très grande, l'équation (4.25) implique
queH est grand également, don le terme de frition 3Hφ˙ est aussi très grand,
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e qui permet que l'inaton entre dans un régime de slow-roll et l'ination
peut avoir lieu. Le nombre des e-foldings est donné par :
N =
1
M2P
∫ φi
φf
φ
α
dφ ∼ φ
2
i
2αM2P
, (4.32)
don initialement l'inaton a une valeur φi ∼
√
2α
√
NMP ≫ MP et l'ina-
tion s'arrête lorsque ǫ = α2M2P /(2φ
2) ∼ 1, 'est à dire φ ∼ αMP . A la n de
l'ination le hamp φ ommene à osiller autour du minimum du potentiel
V (φ) et perd son énergie en réant des paires de partiules élémentaires. C'est
le méanisme de réhauement. Une fois que les partiules produites se sont
thermalisées l'univers peut être dérit par le modèle osmologique standard.
Après l'ination la taille de l'univers peut atteindre des valeurs beau-
oup plus grandes que la taille de l'univers visible, 1028 m. Si l'univers était
initialement formé de plusieures régions ave des diérentes valeurs pour φ,
les régions où la valeur de l'inaton n'est pas assez large ne vont pas subir
d'ination et à la n de l'ination l'univers sera formé d'immenses "îles"
hommogènes, de taille beauoup plus grande que l'univers observable, qui
apparaissent du haos initial, d'où le nom d'ination haotique.
Il existe également des modèles d'ination "hybride"[44℄, qui utilisent
deux hamps salaires, dont un joue le rle de l'inaton et l'autre permet
d'arrêter l'ination. La motivation de e modèle est d'éviter que l'ination
ommene ave une valeur φ > MP . L'exemple le plus simple est le potentiel
eetif :
V (σ, φ) =
1
4λ
(M2 − λσ2)2 + m
2
2
φ2 +
g2
2
φ2σ2 (4.33)
Le hamp σ a une masse eetive m2σ = −M2+g2φ2. Pour φ > φc = M/g
le potentiel pour σ a un minimum à σ = 0. Le hamp σ est pris au piège au
minimum et le potentiel eetif pour l'inaton, φ est :
V = V0 +
1
2
m2φ2, (4.34)
où V0 =
M2
4λ
. Ce potentiel permet que l'ination a lieu si m2 ≫ M4/2λ.
Pendant l'ination le hamp φ déroît lentement jusqu'à la valeur φc. Le po-
tentiel pour σ est alors modié et deux nouveaux minimas apparaissent en
σ = ±√(M2 − g2φ2)/λ. Cei mode le potentiel de l'inaton et l'ination
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prend n.
Les anisotropies du CMB peuvent être une soure d'information sur le po-
tentiel de l'ination. En eet le fond dius osmologique n'est pas omplète-
ment isotrope. Les déviations de l'isotropie sont de l'ordre de 10−5 et représen-
tent un des outils observationnels les plus préis en osmologie. A l'origine
de es déviations se trouvent les inhomogénéités dans l'univers au moment
de la dernière diusion. Les variations dans la densité de matière ont généré
des potentiels gravitationnels qui ont eu omme onséquene l'émission des
photons ave de légères variations de longueur d'onde, qui se traduisent dans
les anisotropies de température du CMB. Les inhomogénéités initiales se
sont aentuées par instabilité gravitationnelle et sont à l'origine des grandes
strutures observées aujourd'hui, étoiles, galaxies et lusters. Dans e sens
les anisotropies du CMB portent l'empreinte des onditions initiales qui ont
généré la struture de l'univers.
L'origine des perturbations dans la densité de matière est un point lé
de la osmologie et l'ination ore une solution : l'expansion aélérée peut
onvertir des utuations quantiques du vide en perturbations osmologiques
lassiques. L'ination dilue la matière initiale et l'univers se retrouve dans un
état du vide. Un état du vide dans un univers en expansion a une température
non nulle, la température de Gibbons-Hawking
TGH =
H
2π
(4.35)
et les utuations de l'inaton sont données par δφk = TGH pour toutes les
longueurs d'onde. Ces utuations sont reliées à elles de la densité par :
δρ =
dV
dφ
δφ. (4.36)
Le spetre des utuations salaires est donné par :
A2S(k) ∼
V 3
M6PV
′2 |k=aH, (4.37)
où V 3/V ′2 est évalué au moment où les perturbations sont gelées, 'est à
dire au moment où la longueur d'onde physique devient égale au rayon de
l'horizon, λ = a/k = H−1. D'autre utuations possibles sont les utuations
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tensorielles de la métrique :
A2T (k) ∼
V
M4P
|k=aH . (4.38)
L'amplitude des perturbations du CMB ore des informations sur l'éhelle
d'énergie de l'ination. Si les anisotropies du CMB sont dues en grandes
parties aux utuations tensorielles on peut déduire rapidement Vinflation =
(1016GeV )4. Si les anisotropies du CMB sont de nature salaire on en déduit
V
1/4
inflation = ǫ
1/41016GeV et si ǫ n'est pas extrêmement petit on peut onlure
que V
1/4
inflation = 10
15 − 1016GeV .
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Chapitre 5
Cosmologie des ordes
5.1 Ination et alternatives à l'ination en théorie
des ordes
La prinipale ritique qui puisse être formulée à l'égard des modèles d'in-
ation est le fait que l'inaton est ajouté "ad ho" ave l'espoir que e sé-
nario pourrait trouver une justiation dans un adre plus fondamental. Les
modules des ordes qui dérivent la géométrie des ompatiations pour-
raient être des possibles andidats pour l'inaton. Le potentiel de l'inaton
doit être assez plat, mais pas omplètement. Dans les théories des ordes
supersymétriques il y a des diretions plates, qui pourrait être utiles pour
l'ination, aprés brisure de supersymétrie.
Ination des branes. Il existe en théorie des ordes des modèles qui
essayent de générer l'ination en utilisant des D -branes. Dans es modèles
la distane entre lesD -branes est identiée à l'inaton. Si la onguration des
branes est supersymétrique, il n'y a auune fore entre les branes, l'attration
gravitationnelle étant ompensée par la répulsion due aux harges de R-R,
et l'inaton n'a pas de potentiel. En revanhe, la brisure de la supersymétrie
peut générer un potentiel attratif de la forme utile pour l'ination[49℄. Une
possibilité est d'utiliser des ongurations des D et D¯ branes. Dans e as, les
branes ayant des harges opposées, la fore due aux harges R-R est attrative
et s'ajoute à la fore gravitationnelle. Le potentiel généré dans e as, après
ompatiation à 4 dimensions, a la forme d'un potentiel gravitationnel :
V = A− B
zd⊥−2
, (5.1)
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où z est la distane entre les branes, assoiée à l'inaton, d⊥ est le nombre
des dimensions transverses aux branes et A et B sont des oeients reliés
à la tensions des branes et au volume des dimensions ompates parallèles
aux branes. Les onditions de slow-roll se traduisent par z ≫ r⊥, où r⊥ est
le rayon des dimensions transverses ompates. Mais les branes ne peuvent
pas être séparées par une distane plus grande que la taille des dimensions
ompates. Ce problème peut être ontourné dans ertains modèles[50℄.
Quand la distane entre les branes devient de l'ordre de l'éhelle de
longueur des ordes un mode tahyonique apparît dans le spetre des ordes
ouvertes [51℄. Le potentiel du tahyon reproduit les potentiels utilisés dans
l'ination hybride. La brisure de symétrie orrespond dans e as à l'annihila-
tion des branes. Le méanisme doit être ontrolé pour que, après annihilation,
il reste des D- branes. L'annihilation est enore mal omprise et on ne sait
pas omment le réhauement se produit.
Les ordes permettent aussi la formulation des modèles qui pourraient être
des alternatives à l'ination. En théorie des ordes l'ation eetive prend la
forme :
SS =
1
2κ210
∫
d10x
√−ge−2φ(R + 4∂µφ∂µφ), (5.2)
où φ est le dilaton et R le salaire de Rii. Cette ation représente l'intera-
tion graviton-dilaton, qui sont des états de la orde fermée. Cette ontribution
vient de la sphère (χ = 2), e qui explique la dépendane dans la onstante de
ouplage des ordes. Pour retrouver l'ation de Einstein-Hilbert habituelle,
SE =
1
16πG
∫
dDx
√−g(R + ...), (5.3)
il faut eetuer la transformation suivante de la métrique :
g(S)µν = e
4
D−2
φg(E)µν , (5.4)
en dimension D. Les ourbures salaires sont reliées alors par :
RS = e
− 4
D−2
φ
(
RE − 4D − 1
D − 2∇
2φ− 4D − 1
D − 2∂
µφ∂µφ
)
. (5.5)
L'ation de Einstein-Hilbert devient :
SE =
1
16πG
∫
dDx
√−g
(
R− 4
D − 2∂
µφ∂µφ
)
. (5.6)
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L'ation de la relativité générale,
∫ √−gR, est invariante sous la trans-
formation t→ −t, qui se traduit pour le fateur d'éhelle et la onstante de
Hubble par :
a(t)→ a(−t), H(t)→ −H(−t). (5.7)
La présene du dilaton permet d'avoir une nouvelle symétrie :
a(t)→ 1/a(t), φ(t)→ φ(t)− 2(D − 1)lna(t). (5.8)
La transformation a(t) → 1/a(t) implique H(t) → −H(t). Cette dualité
d'éhelle, ombinée ave l'inversion du temps, rend l'espae des solutions
plus rihe que dans la osmologie standard. Une solution en osmologie des
ordes ontient quatre branhes : a(t), a(−t), a−1(t), a−1(−t). Deux branhes
dérivent des univers en expansion(H > 0) et les deux autres des univers
en ontration(H < 0). Entre autre une solution, H(t), dérivant un univers
en expansion ave une ourbure déroissante, H˙(t) < 0, admet une solution
duale, H˜(−t), valable pour t < 0, qui dérit un univers en expansion ave
ourbure roissante,
˙˜H(−t) > 0(et qui dans le repère d'Einstein apparaît
omme un univers en ontration).
Cei est le point de départ du modèle du pre-Big Bang[45℄, qui suppose
que le Big Bang n'est pas le début de l'Univers, mais le passage entre une
époque pre-Big Bang et l'univers atuel, post-Big Bang. Dans e sénario
l'univers ommene dans un état ave densité d'énergie et ourbure faibles. A
ause d'une instabilité l'univers ommene à se ontrater et la ourbure roît.
Avant d'atteindre la singularité du "Big Crunh", l'univers "s'éhappe"
1
, de
la phase de ontration et entre dans la phase d'expansion, le post-Big Bang.
Ce sénario n'est pas omplètement indépendant de l'ination, mais per-
met d'obtenir les avantages de l'ination ave un épisode inationnaire situé
dans le pre-Big Bang et non pas après le Big Bang, l'avantage étant que la
question de e qui a préédé l'ination dans le modèle standard osmologique
est éliminée. Un autre avantage du modèle du pre-Big Bang est le fait que
son point de départ est la théorie des ordes, qui pourrait être la théorie
fondamentale des interations, par rapport à l'ination qui n'a pas enore
trouvé de justiation dans une théorie plus fondamentale.
Le problème prinipal du modèle du pre-Big Bang est la phase de transi-
tion entre les solutions pre- et post-Big Bang. Ce passage se passe à ouplage
1
Le passage entre la ontration et l'expansion reste un phénomène spéulatif, onnu
dans la littérature sous le nom de "graefully exit".
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fort et la théorie des ordes n'est pas enore assez développée pour maîtriser
e problème non-perturbatif.
Un autre sénario qui s'inspire de la théorie des ordes est le modèle de l'u-
nivers ekpyroti[46℄. Son point de départ est la théorie de Horava-Witten[47℄
(M-théorie hétérotique ompatiée à 5 dimensions). L'univers quadri - di-
mensionnel a omme frontières deux D3 - branes, une ave tension positive
et une ave tension négative. Dans e sénario nous vivons sur la brane ave
tension négative, appelée brane "visible" (l'autre brane s'appelle la brane
"ahée"). Une troisième brane se déplae dans le bulk. L'état initial est sta-
tique et prohe du vide. La dynamique est générée par une faible brisure de
la supersymétrie qui rée un potentiel atratif entre la brane visible et la
brane dans le bulk. La ollision de es deux branes, appelée "ekpyrosis", or-
respond au Big Bang. La brane du bulk est absorbée dans la brane visible et
une partie de son énergie inétique génére la matière sur la brane visible. Au
moment de la ollision les branes sont presque parallèles e qui assure l'ho-
mogénéité et l'isotropie de l'univers. Les utuations quantiques des branes
peuvent être la soure des anisotropies du CMB. Un observateur sur la brane
visible verrait l'époque avant la ollision omme un univers en ontration
et l'époque d'après omme notre univers en expansion. Contrairement au
pre-Big Bang e sénario n'utilise pas l'ination, mais il reste inomplet.
Un sénario amelioré est l'univers ylique[48℄ dans lequel le Big Bang or-
respond à la ollision des branes visible et ahée. Les branes sont supposées
pouvoir passer l'une à travers l'autre et ensuite revenir pour une nouvelle
ollision et ainsi de suite. A la n de haque yle, avant la ollision, il y a
une expansion générée par une onstante osmologique qui prepare les on-
ditions pour un nouveau yle. D'une ertaine manière e sénario fait appel
lui aussi à l'ination.
La ollision des branes dans les modèles de l'univers ekpyroti et ylique
a lieu à ouplage faible, néanmoins le méanisme n'est pas enore ompris et
reste spéulatif.
5.2 Orbifolds Lorentziens
Les orbifolds dépendants du temps permettent de modéliser en théorie
des ordes la singularité du Big Bang. Par exemple les modèles ekpyroti et
yli utilisent des orbifolds dépendants du temps de la théorie M.
La théorie des ordes est aratérisée par deux développements perturba-
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tives :
• le développement en puissanes du ouplage gS = e<Φ>, omme en théorie
des hamps
• le développement en α′ qui est typique aux ordes et dispparaît dans la
limite lS = (2πα
′)−1/2 → 0, où lS est la longueur des ordes
Les termes d'ordre supérieur en α′ deviennent importants lorsque la our-
bure de l'espae-temps devient importante, omme dans la région de la sin-
gularité du Big Bang. Les orbifolds représentent des solutions exates en α′.
Les singularités des orbifolds eulidiens (les points xes) sont "résolues" en
théorie des ordes, dans le sens que la propagation des ordes est bien dénié
et les ordes voient une géométrie régulière. On pourrait espérer qu'il soit de
même pour les singularités des orbifolds lorentziens, mais es modèles sont
plus ompliqués et enore mal ompris.
L'exemple de plus simple d'orbifold lorentzien est le quotient de l'espae
de Minkowski R
1,1 : ds2 = −dT 2 + dX2, par le groupe Z, engendré par le
boost :
X± → e±2πλX±, (5.9)
où X± = 1√
2
(T ±X) sont les oordonnées du ne de lumière.
• Les régions ave X+X− > 0 dérivent un espae de Milne. Ave le
hangement des oordonnées X± = τ√
2
e±λx la métrique se réérit : ds2 =
−dτ 2+λ2τ 2dx2, ave x = x+2π. L'espae de Milne présente une singularité
de type espae à τ = 0 et la métrique dépend du temps.
• Les régionsX+X− < 0 dérivent des espaes de Rindler ave la métrique
ds2 = −λ2x2dτ 2+ dx2, ave τ = τ +2π. Ces régions ontiennent des ourbes
fermées du genre temps.
La fontion de partition pour l'orbifold lorentzien est donnée par :
T = Tr
( ∞∑
k=−∞
gk
)
T
untw+tw
, (5.10)
où
∑∞
k=−∞ g
k
est le projeteur dans les états invariants sous les boosts. Le
spetre perturbatif de et orbifold a été trouvé en [58℄.
En [55℄ un argument de rélativité générale a été exposé pour montrer que
les orbifolds dépendants du temps sont instables : l'addition d'une partiule
auserait l'eondrement de tout l'espae-temps dans une singularité. Une
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partiule loalisée dans l'orbifold orrespond à une innité des partiules
dans l'espae de Minkowski reliées par des boosts. L'intération entre les
images des partiules peut réer un trou noir si le paramètre d'impat, b,
est plus petit que le rayon de Shwarzhild assoié à l'énergie du entre de
masse, E, de la partiule et son n-ième image :
GE > bD−3, (5.11)
ave G la onstante de Newton. Pour l'orbifold de l'espae de Minkowski bi-
dimensionnel par un boost, l'énergie du entre de masse de la partiule et son
n-ième image roît omme E ∼ (osh(2πλn))1/2, et le paramètre d'impat est
indépendant de n. La ondition pour la formation d'un trou noir est satisfaite
et pour n grand le rayon de Shwarzhild est arbitrairement grande et oupe
tout l'espae.
In [57℄ des amplitudes de diusion des ordes 2→ 2 au niveau des arbres
ont été alulées dans un espae-temps de Milne et il a été montré que es
amplitudes présentent des divergenes assoiées à l'éhange du graviton prés
de la singularité osmologique. Ces divergenes peuvent être évitées par un
ajustement n des onditions initiales.
Le spetre des ordes dans l'espae-temps de Milne a été obtenu en [58℄.
5.3 Solutions osmologiques des ordes nonsuper-
symétriques
Les ordes nonsupersymétriques présentent un intérêt partiulier pour
la osmologie, ar l'espae de Minkowski n'est plus une solution du vide et
on peut obtenir des solutions dépendantes du temps, don, une évolution
osmologique. En [60℄ nous avons trouvé des solutions dépendantes du temps
pour un modèle générique d'orientifold de la théorie IIB, qui ontient des
D8- branes et O8 - planes. Les branes sont plaées, omme sur la gure
5.1, à l'origine, y = 0, et en y = πR, où y est une oordonnée ompate,
y = y + 2πR, orthogonale aux branes, et ave la symétrie y ∼ −y.
La somme des tensions(harges R-R) des objets loalisés en y = 0 est
notée T0 ( q0 ) et T1 ( q1 ) pour les objets en y = πR. La ondition d'annulation
des tadpoles impose q0+ q1 = 0, en revanhe la somme des tensions peut être
non nulle. Comme la supersymétrie est brisée nous inluons une onstante
osmologique dans le bulk, Λ1. Ce type de onguration peut être obtenue,
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par exemple, dans le modèle exposé à la n de la setion 3.2.2, après une
T-dualité.
L'ation eetive est donnée par :
S =
1
2κ2
∫
d10x
√−G
[
e−2Φ(R + 4(∂Φ)2)− 1
2× 10!F
2
10 − 2κ2Λ1
]
−
∫
y=0
d9x(T0
√−γ e−Φ + q0 A9)−
∫
y=πR
d9x(T1
√−γ e−Φ + q1A9),
(5.12)
où A9 est la 9-forme de R-R qui ouple aux D8 - branes et O8 - planes, γ la
métrique induite et κ2 = 1/M8S, ave MS l'éhelle des ordes. Les équations
lassiques n'admettent pas de solution ave la symétrie SO(9)[37℄. Nous avons
herhé des solutions ave la plus grande symétrie possible, 'est à dire SO(8).
Les solutions dépendent de la oordonnée ompate y et d'une autre oor-
donnée qui peut être le temps ou une autre oordonnée d'espae. Nous nous
intéressons ii à une des solutions dépendantes du temps qui présente une
relation intéressante ave une solution supersymétrique. La forme générale
d'une solution dépendante du temps est :
ds2 = e2A(t,y)
(
1 +
kx2
4
)−2
δµνdx
µdxν + e2B(t,y)(−dt2 + dy2)
F10 = f(t, y) ǫ10 , Φ = Φ(t, y) , (5.13)
où ǫ10 est la forme de volume en 10 dimensions et k = −1, 0, 1 orrespond à
un 8-hyperboloid, l'espae plat à 8 dimensions et la 8-sphère pour la métrique
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8-dimensionelle à t et y xés. La 9-forme n'est pas dynamique et peut être
absorbée dans la onstante osmologique :
f = −q0 κ2e5Φ/2 ǫ(y) , (5.14)
ave ǫ(y) une fontion impaire périodique de 2πR et ǫ(y) = 1 pour y ∈ [0, πR].
On dénit dans la suite la onstante osmologique eetive :
Λe = Λ1 +
q20
4
κ2 . (5.15)
Deux onditions néessaires pour avoir des solutions sont :
T 20 ≥ q20 + 4
Λ1
κ2
, T 21 ≥ q21 + 4
Λ1
κ2
. (5.16)
Pour Λe > 0 les solutions des équations d'Einstein et du dilaton sont données,
dans le repère d'Einstein, par :
ds2 =
[
G0 +
3κ
√
Λe
λ
eλtsh(λ|y|+ ω)
] 1
12
[
δµνdx
µdxν + e2λt(−dt2 + dy2)
]
,
(5.17)
eΦ =
[
G0 +
3κ
√
Λe
λ
eλtsh(λ|y|+ ω)
]− 5
6
(5.18)
où les paramètres ω et λ sont reliés aux tensions, à la harge et à la onstante
osmologique :
ch(ω) = −T0κ/(2
√
Λe) , ch(πλR + ω) = T1κ/(2
√
Λe) , (5.19)
et G0 est une onstante d'intégration, hoisie positive, pour éviter les singu-
larités.
Par le hangement des oordonnées :
T =
1
λ
eλt ch(λy + ω) , X =
1
λ
eλt sh(λy + ω) , (5.20)
on obtient une métrique indépendante du temps :
ds2 =
[
G0 + 3κ
√
ΛeX
] 1
12
[
δµνdx
µdxν − dT 2 + dX2
]
, (5.21)
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valable pour y > 0. Cette solution a la même forme que la solution su-
persymétrique de Polhinski-Witten [62℄. Comme on le verra dans la suite
la dépendane dans le temps de notre solution initiale est reportée dans le
nouveau repère sur les frontières.
Dans e nouveau système de oordonnées la symétrie Z2 devient une
parité, ΠX , dans la oordonnée X , multipliée ave un boost de paramètre 2ω,
K2ω. La parité initiale sur la surfae d'univers , Ω
′ = Ω · Πy, devient Ω′′ =
ΩΠX K2ω. On peut vérier failement que Ω
′′2 = 1 ar ΠX Kθ = K−θ ΠX . Par
onséquent Ω′′2 = (Ω ΠX K2ω) (Ω ΠX K2ω) = (Ω ΠX K2ω) (K−2ω ΠX Ω) =
1.
L'identiation sur la erle y = y+2πR se traduit dans les oordonnées
(T,X) par un boost, K2πΛ ave la vitesse v = th(2πλR) determinée par les
tensions, la harge et la onstante osmologique :
(
T
X
)
→
(
ch(2πλR) sh(2πλR)
sh(2πλR) ch(2πλR)
)(
T
X
)
, (5.22)
Les points xes dans l'espae (T,X) sont donnés par :
Ω′ : X = thω T ,
Ω′ g : X = th(πλR + ω) T . (5.23)
Les branes et orientifolds situes à l'origine se déplaent ave la vitesse
v0 = th ω , (5.24)
dans le fond statique (5.21), alors que les objets en y = πR ont une vitesse
v1 = th (πλR + ω) . (5.25)
Les onditions aux bords (5.19) se réérivent sous la forme :
T0
√
1− v20 + T1
√
1− v21 = 0 , (5.26)
qui répresente une ondition d'annulation des tadpoles de NS "boostée".
L'espae-temps obtenu est présenté dans la gure 5.2.
L'espae-temps est ontenu entre les deux frontières en mouvement. A
T = 0 il y a une singularité de type Big Bang et l'approhe de théorie eetive
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espace−temps
Big Bang 
solution cosmologique
solution
(1)
X
T
T 
− T (2)
Fig. 5.2  Solution osmologique
n'est plus valable. Nous avons représenté également la solution T → −T .
En supposant que les orretions des ordes permettraient une transition
ontinue entre les deux solutions on obtient un univers du type pre-Big Bang.
Il est intéressant d'étudier la métrique perçue par un observateur sur
les branes. La métrique induite à l'origine est omplètement plate et un
observateur situé sur les branes en X = 0 ne verrait pas la singularité à
T = 0. Sur l'autre frontière l'obervateur perçoit un univers en expansion
ave une singularité dans la passé :
ds2 =
[
G0 + 3κ
√
ΛeT˜
] 1
12
[
δµνdx
µdxν − dT˜ 2 + dX2
]
, (5.27)
ave T˜ = th(πλR)T . La singularité à T˜ = −G0/3κ
√
Λe est une illusion, ar
la métrique perd sont validité à T˜ = 0.
En [63℄ ette solution a été ompatiée à 4 dimensions. Nous avons
hoisi le as ω = 0, 'est à dire Λ1 = 0, e qui est eetivement le as dans le
modèle disuté à la n de la setion 3.2.2 dans la limite où la distane entre
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les orientifolds est très grande. Dans e as les points xes sont donnés par :
Ω′ : X = 0 , Ω′ g : X = th(πλR) T . (5.28)
Les branes et orientifolds situés à l'origine sont en repos, alors que les objets
loalisés en y = πR se déplaent ave la vitesse v1 = th(πλR). Les onditions
aux bords (5.19) se réérivent :
T0 = q0, T1
√
1− v21 = q1 (5.29)
et la ondition (5.26) est alors équivalente à la ondition d'annulation des
harges de R-R.
Nous onsidèrons que les branes plaées en y = πR ontiennent des
hamps de jauges, F :
S = −
∫
y=πR
d9x
√−γ[ e−Φ(T1 + 1
g2
trF 2) + q1A9], (5.30)
ave 1/g2 ∼M5S relié au ouplage de Yang-Mills 9d.
La métrique initiale dans la repère d'Einstein et le dilaton sont donnés
par :
ds2E =
[
G0 +
3|q0|κ2
2
|X|
] 1
12
[
δµνdx
µdxν + e2λt(−dt2 + dy2)
]
eΦ =
[
G0 +
3|q0|κ2
2
|X|
]− 5
6
(5.31)
et la métrique se réérit dans le repère des ordes :
ds2 =
[
G0 +
3|q0|κ2
2
|X|
]− 1
3
[
δµνdx
µdxν + e2λt(−dt2 + dy2)
]
. (5.32)
Nous onsidèrons que inq dimensions parallèles aux branes et orientifolds
sont ompatiées sur un tore. On obtient des D3 - branes et O3 - planes qui
se propagent dans un espae-temps inq-dimensionnel. Les oordonnées sont
indexées par M = (α,m), où α = 0 · · ·4 sont les oordonnées nonompates
plus la oordonnée X et m = 5 · · · 9 sont les inq oordonnées parallèles aux
D8 - branes et O8 - planes.
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La ompatiation de 10 à 5 dimensions implique :
g(10)mn = V
2
5
5 δmn , g
(10)
αβ = g
(5)
αβ , (5.33)
où V5 ≡ v5 exp(5σ) est le volume du tore interne inq-dimensionnel ave
v5 = r
5
c le paramètre onstant de volume et σ est donnée par :
〈V5〉 = e5<σ> = v5
[
G0 +
3|q0|κ2
2
|X|
]− 5
6
. (5.34)
La métrique 5d prend la forme suivante, dans le repère des ordes :
ds25 =
[
G0 +
3|q0|κ2
2
|X|)
]− 1
3
[
δµνdx
µdxν − dX20 + dX2
]
. (5.35)
Dans le repère d'Einstein la métrique et le volume 5d sont donnés par :
〈VE,5〉 = v5
[
G0 +
3|q0|κ2
2
|X|
] 5
24
, (5.36)
ds2E,5 =
[
G0 +
3|q0|κ2
2
|X|
] 2
9
[
δµνdx
µdxν − dX20 + dX2
]
. (5.37)
Cette métrique est une solution lassique du lagrangien :
S5 =
1
2κ25
∫
d5x
√−G
[
R(5) − 1
2
(∂Φ)2 − 40
3
(∂σ)2 − 1
2× 5! e
− 5Φ
2
+ 10σ
3 F 25
]
−
∫
X=0
d4x
[√−γ T0 e 5Φ4 − 5σ3 + q0 A4]
−
∫
X=v1T
d4x
[√−γ (T1 e 5Φ4 − 5σ3 + v5
g2
e
Φ
4
+5σtrF 2) + q1 A4
]
, (5.38)
où σ = σ˜ − Φ/4, (1/κ25) = v5M8s et T0,1 ( q0,1 ) dénotent maintenant les
tensions et harges des D3 - branes.
Si au ours de l'évolution temporelle l'espae interne 5d devient plus petit
que l'éhelle des ordes il faut eetuer des T-dualités le long des oordonnées
du tore 5d. Après les T-dualités le volume 5d devient V ′5 = 1/(V5M
10
S ) et le
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ouplage des ordes est exp(Φ′) = exp(Φ)/(V5M5S). Le lagrangien 5d qui
dérit la solution après les T-dualités est donné par :
S5 =
1
2κ25
∫
d5x
√
−G
[
R(5) − 1
2
(∂Φ′)2 − 40
3
(∂σ′)2 − 1
2× 5! e
40σ′
3 F 25
]
−
∫
X=0
d4x
[√−γ T0 e− 20σ′3 + q0 A4]
−
∫
X=v1T
d4x
[√−γ (T1 e− 20σ′3 + v5
g2
e−ΦtrF 2) + q1 A4
]
, (5.39)
En dénissant le temps propre, dans le repère des ordes, sur la brane
ave vitesse onstante X = v1T par :
τ =
4
√
1− v21
5v1|q0|κ2 (G0 +
3|q0|κ2
2
v1X0)
5
6 , (5.40)
on obtient un univers en ontration :
ds24 = (
5v1|q0|κ2
4
√
1− v21
τ )−
2
5 δµνdx
µdxν − dτ 2 ,
Rc = (
5v1|q0|κ2
4
√
1− v21
τ )−
1
5 rc , e
Φ = (
5v1|q0|κ2
4
√
1− v21
τ )−1 . (5.41)
ave un ouplage de Yang-Mills independant du temps :
1
g2YM
= e−Φ (RcMs)5 = v5 , (5.42)
où v5 dénote le volume 5d en unités de l'éhelle des ordes. Si rc ∼ M−1S il
faut eetuer des T-dualités le long du tore 5d. La solution T-duale dérit un
univers en expansion. Le ouplage des ordes et d'ordre un, exp(Φ′) = 1/v5,
et il détermine également le ouplage de Yang-Mills 1/g2YM ∼ exp(−Φ′).
Dans le repère d'Einstein l'univers apparaît en expansion :
ds24 = (
5v1|q0|κ2
3
√
1− v21
τE)
1
5 δµνdx
µdxν − dτ 2E (5.43)
Cei dérit un univers FRW ave une équation d'état et le paramètre de
Hubble
2
:
p =
17
3
ρ , H =
a˙
a
=
1
10τE
. (5.44)
2
Ce résultat ne ontredit pas la osmologie 4d, ar, en fait, il est obtenu à partir de la
métrique 5d (5.37) induite sur les branes.
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L'évolution osmologique onduit à un univers ave trois dimensions spa-
tiales larges, une dimension X de l'ordre du mm et inq dimensions om-
pates très petites et ave un évolution osmologique très lente. Le ouplage
des ordes est de l'ordre de 10−15 et l'éhelle des ordes vaut MS ∼ 107GeV .
En [64℄ nous avons étudié la stabilisation de la oordonnée nonompate
X , appelée y dans la suite, pour le lagrangien (5.39). Dans e but nous avons
rajouté des potentiels sur les frontières :
SV = −
∫
y=0
d4x
√−γ V0(σ,Φ)−
∫
y=y1
d4x
√−γ V1(σ,Φ)
Ces potentiels peuvent être généres par des eets nonperturbatifs. Par
exemple, en prenant en ompte l'anomalie de Weyl à une boule, qui inter-
vient lors de la transformation de Weyl qui eetue le passage entre le repère
des ordes et elui d'Einstein, on obtient, après la ondensation des jauginos,
des potentiels de la forme :
V = α e
20σ
3 , avec α << 1 (5.45)
Nous dénisons les potentiels omplets qui inluent eux déjà existants
en (5.39) :
Vi,tot ≡ Vi(φa) + Ti e− 20σ3 (5.46)
et nous herhons des solution de la forme :
ds25 = e
2A(y) ηµνdx
µdxν + e2B(y) dy2 ,
F5 = f˜(y) ǫ5 , σ = σ(y) , Φ = Φ0 = const.
La solution obtenue :
ds25 = e
2
3
z|y| ηµνdxµdxν + e
20
3
z|y|+ 40
3
Cσ dy2 (5.47)
est, en fait, équivalente, après un hangement des oordonnées à (5.37). On
trouve également les onditions loales suivantes pour les potentiels :
< Vi,tot > = < VSUSY > |y=yi , <
∂Vi,tot
∂φa
> = <
∂VSUSY
∂φa
> |y=yi
où φa = σ,Φ et VSUSY = qi exp(−20σ/3) est le potentiel supersymétrique(BPS :
Ti = qi). Ces onditions imposent que les soures, pour les hamps du bulk,
données par les branes non BPS, soient les mêmes que pour les branes BPS.
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Nous avons étudié deux examples pour lesquels V0 = 0 & V1 = α1 e
β1σ +
α2 e
β2σ
.
(i) α2 = 0. Dans e as les onditons aux bords impliquent
β1 = −20
3
et α1 = |q0| − T1 < 0
V1,tot = T1e
− 20
3
σ + α1e
− 20
3
σ = q1 e
− 20
3
σ
On retrouve don le potentiel supersymétrique et la oordonnée y n'est pas
stabilisée.
(ii) β1 =
20
3
, β2 = 0. Les onditions aux bords déterminent les paramètres
du potentiel :
α1 < e
40
3
σ > |y=y1 = T1 − |q0| > 0 and α2 = −2
√
α1(T1 − |q0|) < 0
En tenant ompte du fait que α1 ≪ 1, la première ondition implique
< e
40
3
σ >, 'est à dire que le volume de l'espae ompat est très grand, e
qui permet de réaliser eetivement les hierahies dérites en [63℄. On obtient
également une ondition pour y1 :
e
20zy1
3
+ 40Cσ
3 =
T1 − q1
α1
>> 1
Le potentiel total s'érit :
V1,tot =
(√
T1 − |q0|e− 103 σ −√α1e 103 σ
)2
+ q1e
− 20
3
σ
et en intégrant sur la oordonnée y on obtient un potentiel quadri-dimensionnel
positivement déni, omme dans les théories de supergravité sans éhelle [65℄ :
V4 =
(√
T1 − |q0| − √α1e 203 σ
)2
Le dilaton peut être stabilisé par la suite en ajoutant des ux de R-R et
NS-NS[66℄[67℄. En [64℄ nous avons montré qu'il existe également des solutions
de Sitter dans le voisinage des solutions Minkowski.
Une fois que le potentiel nonperturbatif apparaît l'evolution temporelle
s'arrête réalisant les hierarhies en [63℄ et tout en permettant que y soit stabil-
isé à une valeur assez petite pour ne pas réer des problèmes phénomènologiques
omme la déviation de la loi de Newton. Nous avons également onstruit en
[64℄ des modèles hiraux en 6 et 4 dimensions, en utilisant des orbifolds Z2 et
Z2 × Z2, pour lesquels tout les onsidérations de ette setion s'appliquent.
104
5.4 Conlusion
Les théories des ordes ave brisure de supersymétrie sont un adre na-
turel pour l'étude de la osmologie. Nous avons onstruit des orbifolds non-
tahyoniques de la théorie des ordes ave brisure de supersymétrie à la
Sherk-Shwarz en dimension 8, 6 et 4. Les modèles en dimension 6 et 4 on-
tiennent des fermions hiraux. Les théories eetives de es modèles générent
des solutions dépendantes du temps qui s'interprètent omme des frontières
en mouvement dans un espae-temps statique soumis à une identiation
par un boost. Ces solutions peuvent être ompatiées à 4 dimensions et
générent des ouplages de jauge indépendants du temps, au niveau des ar-
bres, sur les D3 - branes, qui sont les frontières. L'anomalie de Weyl à une
boule induit une dépendane logarithmique dans le temps de es ouplages
et après un temps exponentiellement long le système entre dans un régime
non-perturbatif qui invalide notre solution. Ce temps très long qui s'éoule av-
nat le régime non-perturbatif permet une évolution osmologique qui génére
des hierarhies entre l'éhelle des ordes et la masse de Plank.
Nous avons étudié le problème de stabilisation des modules. Dans e but
nous avons ajouté des potentiels sur les branes et nous avons trouvé que pour
stabiliser les modules internes es potentiels doivent reproduire sur les fron-
tières les mêmes soures que dans le as supersymétrique. Après stabilisation
la solution lassique devient la même que dans le as non-supersymétrique.
Cette proédure ne stabilise pas le dilaton, qui peut être stabilisé, par la
suite, en ajoutant des ux de R-R et NS-NS. Dans le as des potentiels non-
perturbatifs, induits par ondensation de jauginos, on obtient un potentiel
déni positif, omme dans les théories de supergravité sans éhelle.
Un des résultats prinipaux du travail eetué pendant ette thèse a été
de trouver les solutions du vide pour des modèles de ordes ave brisure de su-
persymétrie et tadpoles de NS, ar dans es as l'espae-temps de Minkowski
n'est plus une solution. Comme ertaines de es solutions présentent une
dépendane dans le temps, elles s'avèrent utiles pour étudier des problèmes
liés à la osmologie. Néanmoins es solutions sont enore loin des modèles
osmologiques réalistes et des questions omme leur stabilité quantique et
la quantiation des ordes dans es fonds restent à étudier. D'autre part
nous avons montré qu'on peut onstruire des modèles de ordes ave des
aratéristiques réalistes, brisure de supersymétrie, absene des tahyons et
présene des fermions hiraux en 4d, mais on est enore loin de la réalisation
du Modèle Standard omme limite de basse énergie de la théorie des ordes.
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